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Przedmowa

Autorzy niniejszego opracowania sg pracownikami Instytutu Che-
mii Fizycznej Polskiej Akademii Nauk, zajmujacymi sie zastoso-
waniami i podstawami fizyki statystycznej. Termodynamike sto-
sujg czesto w swoich badaniach nad tzw. miekkqg materig, do ktorej
zaliczajg sie m. in. polimery, ciekte krysztaty i zele.

Ponizszy zbiér zadan powstal w oparciu o ¢wiczenia prowa-
dzone w ramach zaje¢ z chemii i fizyki dla IT roku makrokierunku
Wydzialu Matematyczno-Przyrodniczego — Szkoty Nauk Scistych
— Uniwersytetu Kardynata Stefana Wyszyniskiego. Idea napisania
zbioru zadan z rozwigzaniami, zawierajacego niezbedne wprowa-
dzenie do poruszanej tematyki oraz obszerne komentarze i obja-
$nienia, powstala wraz z ,nowg’ koncepcja nauczania studentéw.
Ktladzie sie w niej wiekszy nacisk na samodzielng prace i wlasne
przemys$lenia, dzieki czemu mozna poswiecié¢ éwiczenia na analize
tych probleméw, ktére studenci uwazajg za najtrudniejsze. Tema-
tycznie zbiér zadan jest éciSle zwigzany z materialem zawartym
w 111 czesci podrecznika , Termodynamika dla chemikow, fizykdw
i inzynieréw” (6). W oparciu o te dwie pozycje mozna poprowa-
dzi¢ wyktad z termodynamiki, wraz z ¢wiczeniami, na dosy¢ ele-
mentarnym poziomie. Dolgczone rozwigzania utatwiag studentom
samodzielne przemyslenie przeczytanego materiatu. Wyktad i éwi-
czenia mozna w ten sposéb przeksztatcié z suchego sprawozdania
wykladowcy w forum wymiany mysli. Przypomnijmy, ze taka wla-
$nie idea legta u podstaw zatozonych przez Napoleona elitarnych
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Grandes Ecoles we Francji, jako remedium na skostnialy system
edukacji z czaséw krélestwa.

Wyttumaczenie czym jest temperatura czy energia jest w grun-
cie rzeczy réwnie trudne jak wyjasnienie pojecia entropii, entalpii
czy potencjalu chemicznego. Chociaz z temperaturg stykamy sie
na codzieri, nie oznacza to wcale, ze jest ona bardziej elementar-
nym pojeciem niz potencjat chemiczny czy entropia. Celem tego
zbioru zadan jest m. in. pokazanie, jak postugiwaé sie, liczyé lub
wyznaczaé eksperymentalnie wymienione wielkosdci fizyczne. Nie
trzeba chyba przekonywad, ze bez rozwiazania sporej liczby zadan,
a przynajmniej przesledzenia rozwigzar, nie jest mozliwe zrozu-
mienie aparatu pojeciowego termodynamiki ani postugiwanie sie
nim, tak jak do prowadzenia samochodu nie wystarcza sama teo-
ria i znajomo$¢ przepiséw, gdyz nic nie zastapi godzin spedzo-
nych ,za kotkiem”. Staraliémy sie wylozy¢ podstawy termodyna-
miki, wraz z przykladami zastosowan, w mozliwie $cisty, a zara-
zem przystepny sposéb. W celu utatwienia korzystania ze zbioru
kazdy rodzial rozpoczyna sie krotkim wstepem, tak by w miare
mozliwosci nasza ksigzka stanowita zamknieta catos§é. Goraco za-
checamy do przeczytania tych wstepow przed przystgpieniem do
rozwigzywania zadan.

Do napisania tej ksigzki zachecito nas przychylne przyjecie
wspomnianego wyzej podrecznika (6), wyrazone m. in. przez jego
recenzentéw ' — wybitnych uczonych — wyktadowcow z Polski
(z Uniwersytetow: Warszawskiego, Jagiellonskiego, Marii Curie-
Sktodowskiej i z Politechniki Poznariskiej), z Anglii (Cambridge),
z USA (Northwestern) oraz z Francji (Orsay). W recenzjach zna-
lazty sie tez sugestie uzupetnienia podrecznika rozwigzaniami za-
dan. Wychodzac naprzeciw tym oczekiwaniom i uwzgledniajac do-
tychczasowe doswiadczenia w pracy ze studentami, przygotowali-
$my niniejszy zbiér zadan.

Yhttp:/ /www.ichf.edu.pl/Depd.html/recenzje. html



Rozdzial 1

Ekstensywne parametry
stanu: objetosé, energia

1 liczba moli

W termodynamice chemicznej podstawowym pojeciem jest poje-
cie réwnowagi termodynamicznej. Stanem réwnowagi termodyna-
micznej nazywamy stan uktadu (uktad to umownie wyodrebniona
czesé Swiata), ktorego parametry nie zalezg od czasu (stan stacjo-
narny), i w ktorym nie wystepuja makroskopowe przeptywy.
Podstawowy postulat termodynamiki moéwi, ze kazdy uktad
izolowany (nie oddzialujacy z otoczeniem) osiggnie stan réwno-
wagi. Termodynamika zajmuje sie tylko stanami réwnowagi, a nie
procesami, ktére doprowadzily uklad do stanu réwnowagi. Jest
to niezwykle wazna obserwacja, gdyz ogranicza nasze rozwaza-
nia i eliminuje mnéstwo technicznych komplikacji, jakie mozemy
napotkaé przy okreslaniu warunkéw, w jakich uktad osiggal stan
réwnowagi. Tak wiec przedmiotem naszych zainteresowan i roz-
wazan bedg parametry opisujace stan roéwnowagi, zwiagzki miedzy
nimi - zwane réwnaniami stanu - oraz zmiany tych parametrow
przy zmianie stanu rownowagi uktadu. Nalezy podkreslié, ze w ter-
modynamice nie okresla sie bezwglednych wielkosci, a tylko ich
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zmiany wzgledem pewnych stanéw odniesienia. W ogélnosci mo-
zemy powiedzie¢, ze termodynamika nie zajmuje sie procesami,
ktore doprowadzity do danego stanu réwnowagi, a tylko stanem
poczatkowym i koicowym procesu (sg to stany rownowagi z defi-
nicji) oraz zmiang parametrow w procesie.

Zacznijmy od ustalenia, jakie parametry sg potrzebne, aby
w pelni opisa¢ stan réwnowagi termodynamicznej uktadu. Okre-
§lenie jakie parametry i ile parametréw potrzeba do okreslenia
stanu rownowagi zajeto naukowcom 300 lat, tj. od czaséw Galile-
usza do czaséw Helmholtza. Dzisiaj wiemy, ze tylko kilka parame-
trow okresla stan réwnowagi. Dla czystej substancji sg to: obje-
to$¢, energia wewnetrzna oraz ilo§¢ substancji (podawana w mo-
lach). Wszystkie inne zmienne opisujace wlasnosci uktadu w stanie
rownowagi termodynamicznej mozna wyrazi¢ jako funkcje stanu,
tzn. jako funkcje tych trzech parametrow.

Pierwszym parametrem stanu réwnowagi termodynamiczne;j,
ktéry omoéwimy, jest objetosé, V. Jednostka objetosci jest m3.
Czesto podaje sie objetos¢ gazow i cieczy w litrach (1): 11 = 1000
cm3=10"3m?3. Objetos¢, jak kazdy parametr termodynamiczny,
moze sie zmienia¢, gdy zmienia sie stan rownowagi. Zaltézmy, ze
przeprowadzilismy uktad ze stanu réwnowagi p do stanu k; p ozna-
cza stan poczatkowy, a k koncowy. Objeto$é¢ pierwszego stanu
oznaczymy V,, a drugiego stanu Vj. O ile zmienila si¢ objetosé
uktadu? Jest to typowe pytanie, jakie zadajemy w termodyna-
mice, tzn. pytanie o zmiane jakiejs wielkosci. Zmiane danej wiel-
kosci oznaczamy, dodajac przed nazwg tej wielkosci grecks litere
A. I tak z definicji zmiana objetosci, V, przy przemianie od stanu
p do stanu k jest dana przez

AV =V, =V,

Jezeli konicowy stan réwnowagi jest infinitezymalnie blisko (nie-
skoniczenie blisko) poczatkowego stanu rownowagi, to wtedy przy-
rost objetosci jest takze infinitezymalnie maty, co zapisujemy w
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nastepujacej postaci:
av =V, —V,.

W danej objetosci mozemy zmiescié rézne ilosci substancji. Dla
przyktadu 1mol CoH50H w fazie gazowej pod ciénieniem 1 atm
zajmuje okoto 22 litry i zawiera w przyblizeniu te samg ilo$¢ ma-
terii (liczbe czasteczek) co ciecz CoH5;OH w objetosci okoto 50 ml
(ml=mililitr=1073 litra). Stad wynika, ze kolejnym niezaleznym
parametrem charakteryzujgcym stan réwnowagi jest ilo§¢ mate-
rii. Dla okreélenia ilosci materii postugujemy sie na codzienn masa
(a wlasciwie ciezarem) ciala i w pierwszym przyblizeniu wyda-
waloby sie, ze jest to dobrze wybrany parametr. Jednak okazato
sie, ze z punktu widzenia stechiometrii reakcji chemicznych poje-
cie masy nie jest wygodnym sposobem okreglania ilogci materii.
Juz w 1811 roku Amadeo Avogadro podal hipoteze, w mysl ktorej
gaz zajmujacy okre§long objetos¢ w danej temperaturze i pod da-
nym ciénieniem zawiera zawsze taka sama ilo§¢ materii niezaleznie
od rodzaju gazu. Ta sama ilo$¢ byla rozumiana w sensie stechio-
metrii reakcji chemicznych; dla przyktadu jedna porcja Ho i pot
porcji Os2 daja w wyniku reakcji jedng porcje HoO. W czasach
Avogadro porcja byta mierzona objetoéciowo, ale réwnoczesnie ta
sama porcja okre§lata liczbe moli. Na poczatku XIX wieku nie
wiedziano, ze materia jest ziarnista i sktada sie z atoméw i czg-
steczek, stad tez nie wiedziano, ze materie mozna mierzy¢ w sztu-
kach, np. 100 atoméw Ar lub 200 czgsteczek HoO. Pomimo tego
udalo sie wprowadzi¢ pojecie mola jako ilosci substancji, podajac
de facto liczbe materii w sztukach. Przy tym 1mol substancji jest
to ogromna liczba 6,022 x 10?® sztuk najmniejszych elementow
tworzacych te substancje (atomow, czasteczek etc.). Oczywiscie
wiedza ta nie byla dana tworcom pojecia mola, a wynikala je-
dynie z analizy stechiometrii reakcji. W pojeciu mola jako ilosci
substancji jest zawarta informacja o ziarnisto$ci materii. Widaé
takze dlaczego masa nie jest wygodnym parametrem do opisu ilo-
Sci materii w reakcjach chemicznych; w przypadku reakcji spala-
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nia wegla C+ Oy — CO3 jedna porcja (mol) wegla i jedna porcja
tlenu daje jedng porcje dwutlenku wegla, lub 12g Ci 32g O, daja
44 ¢ CO9. W przypadku masy nie zauwazamy zadnych prostych
proporcji, ktore widaé, gdy ilo§¢ materii okreslamy w molach. Co
wiecej, w XVIII wieku, gdy tworzylo sie pojecie mola, wielu che-
mikéw przeprowadzato reakcje w gazach, przy czym podawalo sie
wtedy objetosé uzytego gazu w reakcji, a nie jego catkowitg mase.

Jedli uktad zawiera wiecej niz jeden pierwiastek lub zwigzek
chemiczny, to aby okresli¢ sktad mieszaniny, nalezy podaé liczby
moli wszystkich sktadnikéw, n;, gdzie i = 1,2,3,... numeruje
sktadniki mieszaniny. Zmiane liczby moli i-tego skladnika ozna-
czamy przez

Ang = n; 5 — N p,

gdzie n; i, jest liczba moli i-tego sktadnika w koncowym stanie row-
nowagi, a n;, w poczatkowym stanie rownowagi. An; nie zalezy
od tego, w wyniku jakiego procesu uktad przeszedl od stanu po-
czatkowego do stanu koricowego. W uktadzie jednosktadnikowym
podajemy zmiane n bez wskaznika jako An. Jezeli koricowy stan
rownowagi jest infinitezymalnie blisko poczatkowego stanu réw-
nowagi, to wtedy przyrost liczby moli jest infinitezymalnie maty,
co zapisujemy w nastepujacej postaci:

dni =Ny — Nyp-

Bedziemy rozwazali wiele sytuacji, gdy kolejne stany réwnowagi
sg infinitezymalnie blisko siebie, tak ze mozna tworzy¢ cigg takich
stanéw réwnowagi.

Ostatnim parametrem, ktory charakteryzuje uktad, jest jego
energia wewnetrzna. Zmiane energii przy przejsciu od stanu po-
czatkowego do stanu koricowego okreslamy przez

AU = Uy, — U,

Jezeli koricowy stan rownowagi jest infinitezymalnie blisko poczat-
kowego stanu réwnowagi, to przyrost energii jest infinitezymalnie
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maly, co zapisujemy w nastepujacej postaci:
dU = Uy, — U,

Jednostka energii jest dzul (1J=1Nm). Inng jednostks energii
w termodynamice jest kaloria (1cal=4,184J). Przy rozpatrywa-
niu energii i entalpii jonizacji oraz energii wydzielanej w reakcjach
jadrowych uzywa sie jednostki eV (elektronowolt). Jest to energia,
jaka ma tadunek jednego elektronu, e, w polu elektrycznym o po-
tencjale 1V (1eV=1,6 x 1077 J). Pojecie energii jest pojeciem
pierwotnym i ani fizyka, ani chemia nie daja nam odpowiedzi na
pytanie czym jest energia, za to pokazuja, jak oblicza¢ i mierzy¢
energie uktadu. Znamy energie kinetyczng cial i energie grawita-
cyjng. Potrafimy obliczaé¢ energie tadunkow w polu elektrycznym i
energie magneséw w polu magnetycznym. W termodynamice réw-
niez pojawiajg sie wzory, ktére pozwalajg nam oblicza¢ zmiany
energii, np. w wyniku podgrzania uktadu.

Przyklady wzoréw na obliczanie energii, E, podajemy ponizej.
Energia kinetyczna ciala o masie m poruszajacego sie z predkoscia
¥ Wynosi:

E =mv?/2.

Zmiana energii potencjalnej (w polu grawitacyjnym) ciata o masie
m po przeniesieniu z poziomu morza (E,) na wysokos¢ h (Ej) nad
poziom morza wynosi:

AFE = Ey, — E, = mgh.

Energia ciala o masie spoczynkowej m jest dana przez:

E= mc2,
gdzie c jest predkoscig $wiatta. Jest to wzér Einsteina wyprowa-
dzony przy okazji tworzenia podstaw szczegdlnej teorii wzgledno-
§ci 1 opisujgcy réwnowazno$¢ masy i energii.
W ogélnosci energia wewnetrzna ukladu, U, zawiera w so-
bie energie kinetyczng czasteczek, energie oddziatywan miedzy
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nimi (cieplo wydzielane przy skraplaniu gazéw), energie wigzan
chemicznych w czgsteczkach (ciepto wydzielane lub pochlaniane
w reakcjach chemicznych) i energie wigzan elektronéw w atomach
(energia jonizacji pierwiastkow), itd. Energia wewnetrzna uktadu
jest sumg wszystkich rodzajow energii wystepujacych w uktadzie.

Energia otrzymana ze spalenia substancji nazywa sie¢ cieptem
spalania. Ciepto to jest réwne energii uwolnionej przy przebudo-
waniu wigzan chemicznych w czasteczkach w wyniku reakcji che-
micznej spalania. Cieplo spalania podaje sie na mol substancji
(J/mol) lub na jednostke masy (np. J/kg).

W procesie parowania $rednie odleglosci miedzy czgsteczkami
rosng i odpowiednio zmienia sie energia oddzialywania. Ponie-
waz czgsteczki przyciggaja sie na odleglosciach wiekszych niz ich
$rednica, to aby odparowaé ciecz w stalej temperaturze, nalezy
dostarczy¢ ciepta (energii) do uktadu, tak by przezwyciezy¢ ener-
gie przyciaggania i oddali¢ od siebie czgsteczki. Ciepto parowania
wyrazamy najczesciej w J/mol.

Podsumowujac: stan rownowagi uktadu jednosktadnikowego
(czyli z jednym typem czasteczek) mozna opisaé trzema parame-
trami (zmiennymi): energia wewnetrzna, objetoscia oraz liczbg
moli: U, V, n. Parametry te sg ekstensywne, co oznacza, ze sg
wprost proporcjonalne do rozmiaréw uktadu. Jesli mamy m podu-
ktadow scharakteryzowanych przez U, VO n(@) i =1, ... m,
to po ich potlaczeniu catkowita energia wyniesie:

U=> UW,
i=1
calkowita objetos¢:
v=> v,
i=1

a caltkowita liczba moli:

=3l
i=1
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Ponizsze, bardzo proste zadania maja na celu zapoznanie stu-
denta z pojeciem energii oraz z typowymi warto$ciami energii:
od energii kinetycznej po energie wynikajaca z anihilacji masy.
Oproécz tego sy tu proste zadania pokazujace pojecie zmian pa-
rametréow stanu oraz zadania, w ktérych wykorzystujemy pojecie
ekstensywnoéci. Pokazemy tez, ze termodynamika dostarcza nam
informacji na temat mikroskopowych oddzialywan miedzy ato-
mami i czgsteczkami. Nasze do$wiadczenie pokazuje, ze bardzo
wielu studentéw chemii ma ktopoty juz na poziomie zrozumienia
pojecia parametréw stanu, ich zmiany oraz wlasnosci ekstensyw-
nodci. Dlatego tez nasze repetytorium zaczynamy od takich naj-
prostszych zadan, tak by kazdy student mogt spokojnie oswoic sie
z podstawowymi pojeciami uzywanymi w termodynamice.

1.1 Zadania

1. Oblicz energie kinetyczng czasteczek zawartych w 221 po-
wietrza przy zalozeniu, ze $rednia predkos¢ czasteczek jest
réwna predkosci dzwigku, a gesto$é powietrza wynosi 1073
g/cm? (pomijamy fakt, ze powietrze jest mieszaning kilku
gazow).

2. Oblicz o ile zmieni sie¢ energia grawitacyjna 1 mola wody
przy przeniesieniu na wysoko§é¢ h = 5km (potowa wysokosci
przelotowej samolotu pasazerskiego).

3. Oblicz w przyblizeniu zmiane energii przy odparowaniu 9g
wody. Ciepto parowania to 40kJ/mol. Por6wnaj z energia
potencjalng z poprzedniego zadania oraz z energig kine-
tyczna powietrza. Wyciagnij wnioski dotyczace energii od-
dziatywania czgsteczek wody.

4. Oblicz w przyblizeniu zmiane energii przy odparowaniu 40 g
argonu. Cieplo parowania to 6 kJ/mol. Poréwnaj z energia
potrzebng na odparowanie wody. Wyciggnij wnioski doty-
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10.

11.

czgce energii oddzialywania czasteczek wody ze sobg i ener-
gii oddzialywania atoméw argonu ze sobg.

. Oblicz w przyblizeniu zmiane energii przy spaleniu 12 g we-

gla, wiedzac, ze ciepto spalania wynosi 400kJ/mol (1kJ =
10%J). Poréwnaj z energia oddzialywania z poprzedniego
zadania. Z poréwnania energii parowania i energii spalania
wyciggnij wnioski dotyczgce wigzan chemicznych i oddzia-
tywan miedzyczasteczkowych.

. Storice $wieci w wyniku reakcji termojadrowych taczenia ja-

der lekkich pierwiastkéw w ciezsze. W wyniku kilku reakcji
jadrowych cztery jadra wodoru (protony) lacza sie w jedno
jadro helu (2 protony i dwa neutrony) oraz uwalnia sie 26
MeV energii (1MeV=10%eV, 1eV = 1,6 x 1071 J). Oblicz
energie uwalniang w wyniku reakcji, w ktérej uczestniczy
1mol wodoru (protonéw).

W wyniku anihilacji 1 mol wegla zmienit sie w energie (w po-
staci gazu fotonéw). Oblicz ile energii sie wydzielito? Porow-
naj z poprzednimi formami energii.

. Jeden mol pary wodnej skroplit sie. Oblicz zmiane objetosci,

wiedzac, ze gestosé wody wynosi 1g/cm3, a pary wodnej
1073 g/cm3.

. W wyniku reakcji tworzenia amoniaku z jednego mola No

i trzech moli He powstaly dwa mole NHjs. O ile zmienita sie
catkowita liczba moli substancji w uktadzie, o ile zmienita
sie liczba moli poszczegdlnych sktadnikéw: No, Ho, NH3?

Do pary wodnej zajmujacej objetos¢ 221 dodano 1 mol wody
o gestosci 1g/cm®. Jaka bedzie objeto$é uktadu w stanie
konicowym przy zatozeniu, ze dodana woda nie wyparowata?

W naczyniu mamy mieszanine gazéw: 3 mole Hy, 4 mole
H>0 i 1 mol Ar, ktére zajmujg objetosé 1001. Drugie naczy-
nie zawiera 5 moli Hy, 2 mole H,O i 1 mol Ar, ktére zajmuja
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12.

13.

1.2

réwniez objetoéé¢ 1001. Naczynia taczymy. Podaj liczbe moli
sktadnikéw i objetosé polaczonych naczyni.

Mamy 4 naczynia, kazde zawierajace gaz o energii U, obje-
tosci V' i liczbie moli n. Naczynia laczymy w jedno naczynie.
Podaj energie, objetosé i liczbe moli gazu w polgczonym na-
czyniu.

Czlowiek potrzebuje $rednio 2000 kcal dziennie, aby popraw-
nie funkcjonowatl jego organizm. Oblicz moc zuzywang przez
cztowieka. Przy okazji warto wspomnie¢, ze pierwsze ba-
dania ciepta wydzielanego przez zwierzeta przeprowadzili
Lavoisier i Laplace w XVIII wieku, korzystajac z kalory-
metréw. I tak termodynamika data podstawy do okreélania
diety czlowieka z energetycznego punktu widzenia.

Rozwigzania

. Rozwigzanie zadania rozpoczynamy od obliczenia catkowi-

tej masy, M, powietrza. Zgodnie z definicjg calkowita masa
jest rowna objetosci pomnozonej przez gestosé. Warto zwro-
ci¢ w tym miejscu uwage na jednostki: g/cm? oraz 11 =
1000 cm?®). Tylko iloczyn takich jednostek da w efekcie jed-
nostke masy czyli gram.

M=Vp=22x1000cm?®x 103 gem ™ = 22g = 0,022 kg.

Pomijamy fakt, ze w przyblizeniu powietrze sktada sie w
78% z Ny oraz w 22% z Os. Teraz korzystamy ze wzoru
na energie kinetyczng. Zaktadajac, ze wszystkie czasteczki
maja Srednig predkosé okoto v = 300 m/s (zastanow sie skad
moglbys zna¢ te predkosé), odpowiadajaca z grubsza pred-
kosci dzwieku w powietrzu, otrzymamy energie kinetyczna:

E = Mv?*/2=22g-(300)°m?s72/2 = 1980J/2 ~ 1klJ.
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Warto w tym miejscu zwrécié¢ uwage na sposodb oblicza-
nia wartosci liczbowych. Kazda liczbe mozemy przedstawic
w postaci a10°, gdzie a jest rzedu 1, a b jest liczba catkowita.
Jesli mamy duze liczby (b jest dodatnie) lub bardzo mate
liczby (b jest ujemne), to taki sposob zapisu oszczedza nam
czas przy rachunkach i poprawia jako$é obliczeni, bo mnoze-
nie dwoch liczb mozna zapisaé jako: a10¢10% = ac x 1004
7 powyzszego réwnania: 0,022-90000 = 2,2x1072.9x10* =
9-2,2x1072t* = 1980. Jak wida¢, gdy a i ¢ s3 mate, rzedu 1,
to ten sposoéb liczenia jest szybki. Druga uwaga dotyczy za-
okraglania. Czasem potrzebujemy bardzo doktadnej liczby,
ale najczesciej chcemy tylko dowiedzie¢ sie o rzad wielko-
Sci. I dlatego 1980J =~ 2kJ. Wielko§¢ 2kJ jest tez tatwiej
zapamietaé niz 1980 J, przy czym blad zaokraglenia wynosi
tylko 1%.

. Korzystamy ze wzoru na energie potencjalng w polu gra-

witacyjnym Ziemi obliczong wzgledem powierzchni Ziemi
tj. dla h=0. W tym miejscu warto sie zatrzymac i powie-
dzie¢ stéwko o sposobie liczenia wielko§¢ w termodynamice.
W wiekszosci przypadkéw nie znamy energii wewnetrznej
ciala i jedynie mozemy obliczaé jej zmiany wzgledem pew-
nych stanéw odniesienia, podobnie jak w przypadku tego
zadania, gdzie stan poczgtkowy odpowiada energii F, dla
h = 0, a stan koncowy to energia Fjp dla h = 5km =
5000m = 5 x 10> m. Masa, m, jednego mola wody (H,O)
wynosi 18 g. Zmiana energii potencjalnej, AF, wynosi:

Ey — E,=mgh =18 x 10 3kg-9,81ms 2 -5 x 10°m
=882,9J ~ 0,9kJ.

Warto w tym momencie zada¢ sobie pytanie: dlaczego r6z-
nica energii, AF, nie zalezy od tego, jak dostaliSmy sie na
wysoko$§¢ h=5km? Tym bardziej, ze czesto styszymy o alpi-
nistach, ktorzy weszli na znany szczyt (np. K2) nowa i trud-
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niejszg droga. Jednak niezaleznie od drogi jaka wybrali al-
razem, gdy weszli na szczyt, ich energia potencjalna zmie-
nita sie dokladnie o tyle samo. Méwimy, ze energia poten-
cjalna jest tylko funkcja wysokosci nad poziomem morza,
a nie drogi, wzdtuz ktérej dostalidémy sie na dang wysokosé.
Istota termodynamiki sprowadza sie do badania wielkosci
(np. energii wewnetrznej) zaleznych tylko od stanu termo-
dynamicznego, a nie od sposobu osiggniecia tego stanu. Przy
okazji warto zwrocié uwage, ze energia kinetyczna mola po-
wietrza jest porownywalna do zmiany energii potencjalnej
przy przeniesieniu ciata kilka kilometréw nad poziom mo-
rza. Oznacza to, ze w typowym eksperymencie chemicznym
w malym naczyniu energia potencjalna jest do pominiecia.

3. Cieplo parowania 40kJ/mol oznacza, ze aby odparowaé 1
mol wody, trzeba do ukladu dostarczy¢ 40kJ ciepta. Ozna-
czamy to ciepto przez AH, poniewaz, jak sie okaze, wielkos¢
ta jest rowna zmianie funkcji termodynamicznej zwanej en-
talpig, ktorg tradycyjnie oznacza sie literg H. Przy przejéciu
od stanu poczatkowego (ciecz) do stanu koncowego (para)
otrzymujemy AH = Hj — H,, gdzie H}, jest entalpig pary,
a H, — entalpig cieczy. Masa molowa wody M = 18 g/mol.
Poniewaz masa wody wynosi m = 9g, to calkowite cieplo
potrzebne do odparowania masy m wody wynosi:

9g

m
=—AH=—""—
@ M 18 g/mol

40kJ/mol = 20kJ.

W wodzie czgsteczki sg blisko siebie (gestos¢ wody to 1
g/cm?) i silnie ze sobg oddziatuja (tworzac m. in. wigza-
nia wodorowe). Gesto$¢ pary wodnej, ktora wydobywa sie
z czajnika w kuchni wynosi 1073 gm ™3, czyli jest 1000 razy
mniejsza niz gestos¢ wody. Oznacza to, ze czasteczki wody w
parze wodnej sg od siebie 10 razy dalej niz w cieklej wodzie
(zastanow sie jak ze stosunku gestosci wody i pary mozna to
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P
Q

( X )
Energia oddzialywania —@Q

[ ) (]
Energia oddzialywania 0

Rysunek 1.1: Parowanie cieczy. Po dostarczeniu do cieczy ciepta @) naste-
puje proces parowania. Czasteczki odrywaja sie od powierzchni rozdzielajacej
ciecz od pary, co zostalo zaznaczone na rysunku strzatkami. Przyrost energii
wewnetrznej w procesie parowania jest zwigzany ze zwiekszeniem $redniej od-
leglosci miedzy czasteczkami, a tym samym, ze zmniejszeniem przyciggania
miedzy nimi. Oznacza to, ze w przyblizeniu cieplo Q) potrzebne na odparowa-
nie mola substancji jest proporcjonalne do calkowitej energii oddzialywania
miedzy molem czasteczek (atoméw) tej substancji.

wyliczy¢). 1 mol wody zawiera N4 = 6,022 x 10?3 czgsteczek

wody, a kazda z nich ma 4 sasiadéw (tlen tworzy dwa wiaza-
nia wodorowe, a kazdy z wodoréw uczestniczy w jednym do-
datkowym wiazaniu wodorowym). Mierzac ciepto parowania
(40kJ/mol), mozemy ocenié¢ energie oddzialywan czasteczek
wody: 40kJ/(4N4) = 3,2 x 10720J=0,1eV (dzielimy przez
4 aby uwzglednié¢ liczbe sasiadow jednej czasteczki) (zob.
Rys. 1.1). Przy okazji wida¢, ze energia oddzialywania cza-
steczek jest duzo wieksza od energii w polu grawitacyjnym,



1.2. Rozwigzania 21

czy tez energii kinetycznej czasteczek pary wodnej w powie-
trzu (patrz dwa poprzednie zadania).

4. Jeden mol argonu ma mase M = 40g. Oznaczamy AH =
6kJ/mol, czyli aby odparowaé mase m = 40g argonu, po-
trzebujemy

m 40g
Q= MAH = mGkJ/mol =6kJ.

A teraz obliczmy, jakie jest oddzialywanie miedzy atomami
argonu wynikajace z takiej energii. Liczymy jak w poprzed-
nim zadaniu: 6kJ/12N4 = 0,17 x1072° J 2 0,005 eV (dzie-
limy przez 12, aby uwzgledni¢ liczbe sgsiadéw jednego ato-
mu argonu). Liczba najblizszych sgsiadow, czyli tych ato-
moéw, ktore sg na tyle blisko danego atomu, by z nim oddzia-
tywaé, wynika z lokalnej struktury substancji i utozenia ato-
mow lub czasteczek w przestrzeni. Argon w niskich tempera-
turach tworzy strukture krystaliczna, w ktérej znajduje sie
12 atomo6w wokoét kazdego atomu argonu. Czasteczki wody
oddziatujg ze sobg prawie 20 razy silniej niz atomy argonu.
Oddzialywania miedzy atomami argonu sg stabe i wynikaja
z oddzialywania dipolowego (indukowanych dipoli).

5. To zadanie pozwoli nam oceni¢, jak bardzo energia oddzia-
lywania miedzy czasteczkami rézni sie od energii zawartej
w wigzaniach chemicznych lgczacych atomy w czasteczki.
Ciepto spalania na mol dane jest przez AH = 400kJ/mol.
Masa molowa substancji spalanej M = 12 g/mol, masa spa-
lana wynosi m = 12 g, czyli w wyniku spalenia wydzieli sie

12¢g

m
=—AH=—F"—
@ M 12 g/mol

400kJ /mol = 400kJ.

Reakcja spalania ma postaé:

C+ Oz — COaq.
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W wyniku reakcji zrywane sg dwa podwdjne wigzania mie-
dzy tlenami i tworzone dwa podwdjne wigzania miedzy tle-
nem a weglem. W wyniku przebudowania wigzari chemicz-
nych wydziela sie ciepto AH = 400kJ na kazdy mol we-
gla. Z poréwnania z poprzednim zrodltem energii widaé, ze
energia ukryta w wigzaniach chemicznych, czyli w struktu-
rze elektronowej czasteczek i oddzialywaniu miedzy elektro-
nami a dodatnio naladowanymi jadrami atoméw, jest kil-
kadziesigt razy wieksza niz energia oddzialywania miedzy
czasteczkami w cieczy (patrz poprzednie zadania).

. Protony i neutrony sg ze sobg zwiazane w jadrze atomu

poprzez oddzialtywania zwane jadrowymi lub silnymi. Ta
energia jest uwalniana we wnetrzu Sloica w temperaturze
milionéw stopni Celsjusza. Hans Bethe (1906-2005), wielki
fizyk, laureat Nagrody Nobla, jako pierwszy zaproponowal
te oddzialywania jako Zrédto energii Stonca. Cykl reakcji
jadrowych we wnetrzu Stonica mozna przedstawié¢ skrotowo
w postaci jednej reakcji jadrowej:

4'H + 2e — *He 4 2v + 6.

Crztery jadra wodoru (cztery protony) i dwa elektrony daja
jedno jadro helu zlozone z dwoch protonéw i dwdch neu-
tronéw, przy czym wydziela sie energia w postaci dwoch
neutrin v oraz 6 fotonéw z zakresu promieni gamma. Ener-
gia uwolniona w wyniku zajscia tej reakcji jadrowej wynosi
okoto 26 MeV. Czyli na kazdy atom wodoru uzyty w reakcji
wydziela sie 26 MeV /4 = 6,5 MeV /atom. W wyniku reakcji
1 mola protonéw, 'H, wydzieli sie

AH =6,022 x 10%.6,5x10°-1,6 x 10717 J
= 6,26 x 10" kJ/mol.

W wyniku syntezy termojadrowej wydziela sie pottora mi-
liarda razy wiecej ciepta niz w wyniku spalania wegla. Zbu-
dowanie urzadzeri do kontrolowanej syntezy termojgdrowe;j
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datoby ludzkosci praktycznie niewyczerpalne zrédto energii
i pozwolilo osiggnaé kolejny wielki skok cywilizacyjny.

7. Korzystamy ze wzoru Einsteina. Predkos¢ swiatta wynosi
¢ = 300000km/s. Anihilacja powoduje, ze cala masa za-
mienia sie w energie niesiong przez fotony. Masa, ktéra ma
zamienié¢ sie w czysta energie wynosi m = 12g. Obliczamy
energie zawartag w 12 g wegla:

E=mc*=12x10"2kg-9 x 106 m? 572
= 1,08 x 10'? kJ/mol.

Jak widaé, w wyniku anihilacji 1 mola wegla otrzymamy
prawie 10 miliardéw wiecej energii niz w wyniku jego spa-
lenia. Mozliwosé¢ kontrolowania takiego procesu databy naj-
wiekszy dostep do energii dla ludzkogci.

8. Jak juz wczeéniej podkresliliémy, termodynamika zajmuje
sie jedynie stanami réwnowagi, a nie procesami, ktoére do-
prowadzily do tych stanéw. Rozwigzanie zadan z termody-
namiki rozpoczynamy od wypisania parametréw poczatko-
wego i1 koricowego stanu réwnowagi.

W stanie poczatkowym 1 mol pary wodnej (m, = 18g) o ge-
stosci p, = 1073 g/cm? zajmuje objetosé V, = m/p, =
18 x 103 cm?.

W stanie koricowym skroplona woda ma gestoéé pp = 1
g/cm? mase m = m, = my = 18g, a stad objetos¢ koncowa
Vi =m/pp =18g/1gem ™3 = 18 cm?3.

Zmiana objetosci wyniesie:
AV =V, -V, = 18cm® — 18000 cm® = —17982 cm?.

Zmiana wyszla ujemna, gdyz w stanie koricowym mamy
mniejsza objetosé niz w stanie poczatkowym.
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9.

10.

W stanie poczatkowym mamy rozdzielone sktadniki No i Ho
w nastepujacej ilodci: ny, = 11 ny, = 3. Calkowita liczba
moli w stanie poczatkowym wynosi

np =ng, +nN, = 1+3 =4.

W stanie koricowym mamy NHjs (nnm, = 2) i koricowa liczba
moli jest réwna

N = NNH3 = 2.

Uwaga, w warunkach réwnowagi mielibyémy do czynienia
z mieszaning trzech skladnikéw w stanie koricowym, ale tu
pomijamy ten fakt i zakladamy, ze przereagowaly wszystkie
substraty, dajac w efekcie czysty produkt.

Zmiana liczby moli jest dana przez:

An=mnp—n,=2—-4=-2.

Calkowita liczba moli zmniejszyta sie o 2. Liczba moli NHjs
wzrosta o 2, liczba moli Hy zmniejszyta sie o 3, a liczba moli
Ny zmniejszyta sie o 1.

Mamy tutaj przyktad infinitezymalnej zmiany objetosci.
W stanie poczatkowym V), = 22000 cm?.

W stanie koncowym Vj, =7

Zmiana objetosci AV = Vi, —V, = M/p = 18cm3, gdzie
M = 18 g jest masg molowg wody.

Stad dostajemy:
Vi, =V, + AV = 22000 cm?® + 18 cm® = 22018 cm?.

Poniewaz AV < Vi AV <« V), to z praktycznego punktu
widzenia mozemy przyjaé, ze w tym konkretnym przypadku
18 cm? jest tak malym przyrostem objetosci, ze mozemy go
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11.

12.

oznaczy¢ jako dV. Nalezy jednak pamieta¢, ze w matema-
tyce dV jest nieskoriczenie mate i dlatego dla kazdego skoni-
czonego przyrostu uzywa sie oznaczenia AV. W praktyce
infinitezymalnie maty przyrost, dV, oznacza taki przyrost,
ktory jest duzo mniejszy niz dana wielkosé, tzn. dV < V.

W stanie poczatkowym mamy V1,=1001 (naczynie 1), Va, =
1001 (naczynie 2) oraz nip, = 3+ 4+ 1 = 8 moli (naczynie
1), ngp =5+ 2+ 1 = 8 moli (naczynie 2).

W stanie koficowym mamy polgczone naczynia, wiec Vi, =

Vip + Vap = 2001 oraz ny = nyp + ngp = 16 moli.

Po potaczeniu w stanie koricowym mamy nastepujace pa-
rametry stanu: Uy = 4U, Vj, = 4V, ni = 4n (Rys. 1.2).

U, V.n
p, T

U,V.n
p.T 4U, 4V, 4n
p,T

U, V,n
p, T

U, V,n
p,T

stan poczatkowy stan koricowy

Rysunek 1.2: Z czterech identycznych ukladéw tworzymy jeden uklad,
cztery razy wiekszy. Ciénienie i temperatura nie zmieniaja si¢ (parametry
intensywne), a objetosé, energia i liczba moli zwiekszaja sie czterokrotnie
(parametry ekstensywne).

13. Ciepto wydzielane przez cztowieka wynosi Q = 2000 kcal =

8368 kJ. Doba ma t = 24 - 60 - 60s. Dzielagc dzienne zuzy-
cie energii przez czas, otrzymujemy moc @/t = 96,85J/s =
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96, 85 W. Oznacza to, ze czlowiek zuzywa mniej wiecej tyle
energii co 100 W zaréwka. Lavoisier poréwnywatl ciepto spa-
lania wegla do ciepta wydzielanego przez organizmy oraz
do ilogci produkowanego dwutlenku wegla i wody, i to stato
sie podstawg do szczegbdtowego ustalenia bilansu energetycz-
nego naszego organizmu.



Rozdzial 2

Intensywne parametry
stanu: ci$nienie, temperatura

1 wielko$ci molowe

Ciénienie i temperatura sg bardzo waznymi parametrami termo-
dynamicznymi, gdyz decydujg o réwnowadze termodynamicznej.
Uklady sa w stanie rownowagi termicznej, jesli ich temperatury sa
rowne. Uktady sg w rownowadze mechanicznej, jesli ich cignienia
sg rowne. Oznacza to, ze jesli potaczymy dwa ukltady o tempera-
turach 17, i T, ci$nieniach p1, i pap, energiach Uy, i Uy, obje-
tosciach Vi, i Vap, to po dojéciu do réwnowagi termodynamiczne;
ich ciénienia, p = p1x = pok, 1 temperatury, T' = Ty = To, beda
rowne. Natomiast zmieni si¢ energia i objeto$¢ kazdego z ukla-
déw, tak by ci$nienia i temperatury mogtly sie wyréwnaé. Energia
przepltynie od uktadu o wyzszej temperaturze do tego o nizszej.
Objetosé ciata o wyzszym ci$nieniu zwiekszy sie, a tego o nizszym
— zmniejszy. Poniewaz oba uklady sg izolowane od reszty §wiata,
to ich catkowita energia, U = Uy, + Usp = Uyy, + Uy 1 objetosc,
V' = Vip+ Vap = Vii + Var, nie zmienig si¢. Podsumowujac: w sta-
nie rownowagi cisnienie i temperatura obu uktadéw sg takie same
— s3 to parametry intensywne, natomiast energia i objetos¢ cato-
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$ci to, odpowiednio, suma energii i suma objetosci obu uktadéw
— s to wielkosci ekstensywne.

M

Z

U

Rysunek 2.1: Barometr stuzacy do pomiaru ci§nienia atmosferycznego pa.
W zamknietej czesci rurki p &~ 0. Z réwnosci sit dziatajacych na stup rteci
o wysokosci h dostaniemy mg = p,A (m — masa stupa rteci o wysokosci h,
A - pole powierzchni poprzecznego przekroju rurki), skad wynika pgh = pa,
gdzie g — przyspieszenie grawitacyjne, a p — gestos¢ rteci.

Gaz w naczyniu zamknietym ruchomym tlokiem dziata na
ttok siltg (site mierzymy np. dynamometrem, wykorzystujac prawo
Hooka) wprost proporcjonalng do powierzchni ttoka. Cisnienie
definiujemy jako site dziatajaca na jednostke powierzchni. Jed-
nostki, w ktérych podaje sie cignienie to: 1 pascal=1Pa=1N/m?,
1bar=10° Pa, 1 atmosfera=1 atm=101325 Pa=760 mm Hg i wresz-
cie IlmmHg = 1Tor = 1 Tr = 133,322 Pa. Skala ci$nienia, w kt6-
rej jednostka jest milimetr stupa rteci (mm Hg), wiaze sie ze spo-
sobem pomiaru ci$nienia w oparciu o site grawitacji dziatajaca
na rte¢ w barometrze rteciowym. W takim barometrze ci$nienie
powietrza, p, jest réwnowazone przez ciezar stupa rteci o wyso-
kosci h (rysunek 2.1). Z rownowagi tych dwoch sit otrzymujemy
nastepujacy wzor:

mg
p=— = rgh,

gdzie m jest masg stupa rteci, A polem jego przekroju, p jest ge-
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stoécig rteci (13,6 g/cm?), a g = 9,81 m/s? przyspieszeniem gra-
witacyjnym.

Temperatura jest nam znana z zycia codziennego; do jej po-
miaru shuzy termometr rteciowy. Temperatura jest wielkoscig in-
tensywng, tzn. nie zalezy od wielkosci uktadu bedacego w row-
nowadze termodynamicznej i jest taka sama dla kazdego innego
uktadu bedacego w réownowadze z danym ukladem. Znamy dwie
skale temperatur empirycznych uzywane na codzien: skala Celsju-
sza w FKuropie oraz Fahrenheita w Ameryce. Oprocz tych dwoch
skal empirycznych jest jeszcze jedna, wyrézniona skala tempera-
tur zwana absolutng lub Kelvina. Ta skala wystepuje we wszyst-
kich prawach natury. Jezeli mamy dowolny wzér wigzacy ze soba
wielkodci termodynamiczne, to temperatura w tym wzorze be-
dzie zawsze podawana w skali Kelvina. Inaczej méwigc, mozemy
podawaé dane w skali np. Celsjusza, ale wszystkie obliczenia we
wzorach musimy robi¢, korzystajac ze skali Kelvina. Przy czym
tatwo jest przeliczy¢ skale Celsjusza na Kelvina w zakresie od 0°C
do 100°C. Do temperatury w skali Celsjusza, t, dodajemy 273,15
i otrzymujemy temperature w skali Kelvina:

T[K] = t[°C] + 273,15,

przy czym [K] i [°C] oznaczaja jednostki. Skala Celsjusza zostala
zaproponowana przed skalg Kelvina. Jednostka na skali Celsjusza
postuzyta za jednostke w skali Kelvina (absolutna skala tempera-
tur jest zdefiniowana z doktadnodcig do jednostki — patrz rozdziat
o maszynach cieplnych i entropii). Ten wybor spowodowatl, ze tem-
peratura zamarzania wody w skali Kelvina nie jest okraglg liczba
catkowita. Celsjusz wybral dwa zjawiska, ktore wydawaly mu sie
powtarzalne i wystepujace zawsze w tej samej temperaturze: wrze-
nie i zamarzanie wody, i przyjal dla zamarzajacej wody tempe-
rature 0°C, a dla wrzace] wody temperature 100°C. Nastepnie
podzielit skale na 100 réwnych stopni miedzy tymi temperatu-
rami. Fahrenheit zrobil podobnie, tylko ze wybral inne obiekty:
temperature 0 °F wybral dla zamarzajacej wody zmieszanej z sal-
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miakiem, a dla 100 °F — temperature ciala swojej (lekko chorej)
zony. Nastepnie réwniez podzielil skale na 100 stopni miedzy tymi
temperaturami. Poréwnujac te dwie liniowe skale temperatur, do-
stajemy, ze 0°C odpowiada 32°F, a 100°C odpowiada 212°F.
Rysunek 2.2 pokazuje, ze nie ma fundamentalnej réznicy miedzy
tymi dwiema skalami temperatur.

Fahrenheit  Celsjusz

Rysunek 2.2: Rysunek pokazuje dwa termometry rteciowe — jeden z na-
niesiong skalg Fahrenheita, a drugi ze skalg Celsjusza. Wysokosé h, na jaka
podnosi sie rte¢ w termometrze, daje nam temperature. Jesli wtozymy te ter-
mometry do gotujacej sie wody, to oba pokaza te sama wysoko$¢ h, niemniej
na jednej skali bedzie napisane 212 °F, a na drugiej 100 °C.

Temperature mozna mierzy¢, wykorzystujac zjawiska fizyczne,
ktore silnie zalezg od temperatury, np.: rozszerzalnosé¢ termiczng
rteci (jak w domowych termometrach), zmiane oporu platyny
z temperaturg (jak w termometrach platynowych), zmiane silty
elektromotorycznej miedzy dwoma réznymi metalami potaczo-
nymi w zamkniety obwod i utrzymywanymi w réznych tempera-
turach (jak w termoparze), i wreszcie — zaleznosé rozktadu energii
fotonéw od temperatury (jak w pirometrach). To ostatnie zjawi-
sko pozwala na pomiar temperatury w przestrzeni kosmicznej i na
powierzchniach gwiazd.

Najprostsza zasada dziatania termometru opiera si¢ na zjawi-
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sku rozszerzalnosci cieczy (Rys. 2.3). Jezeli w zakresie temperatur
od t do tg objetos¢ cieczy w termometrze, V', spelnia roéwnanie

V=Wl +alt —to)],

gdzie a jest wspolczynnikiem rozszerzalnosci termicznej, a Vy ob-
jetoscig cieczy w temperaturze tg, to z pomiaru wysokosci stupa
cieczy, h = (V — V)/A (A jest polem przekroju cienkiej rurki),
otrzymamy réznice temperatur empirycznych:

t—to= (2.1)

Voa'

Vo

Rysunek 2.3: Prosty termometr rteciowy. Im wieksza jest objetosé Vo i cien-
sza kapilara, tym wieksza jest czulo§¢ termometru.

Innym sposobem pomiaru temperatury jest pomiar oporu pla-
tyny, ktory w zakresie od 0°C do 630°C zmienia sie jak

R = Ro[1 +a(t —to) + b(t — to)?]. (2.2)

State Ry, a i b wyznaczamy, korzystajac z trzech punktéw: topnie-
nia lodu, wrzenia wody i wrzenia siarki. Sg to tzw. punkty stale,
na ktérych opiera sie kalibracje termometréw.
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Silnie rozrzedzone gazy dostarczajg metody pomiaru tempe-
ratury bezwzglednej, poniewaz spelniaja nastepujaca zaleznogé:
p_T (2.3)
po 1o
W tym przypadku pomiar ci$nienia daje temperature bezwzgled-
ng, a kalibracji mozna dokonaé¢, wybierajac jeden punkt staly, np.
topnienia lodu (tak naprawde powinien by¢ to punkt potrojny
wody, czyli stan termodynamiczny wody, w ktérym mamy pare
wodng, wode i 16d w réwnowadze termodynamicznej, i ktéremu
przypisuje sie Ty = 273,16 K). Wybér takiej dziwnej temperatury
byl zwigzany z wyborem stopnia Celsjusza jako réwnowaznego
stopniu Kelvina.

Temperatura bezwzgledna wystepuje takze w réwnaniu na
energie wewnetrzna gazu fotonéw. Gaz fotonéw w réwnowadze
z ciatem doskonale czarnym o temperaturze T' ma catkowity ener-
gie wewnetrzng (prawo Stefana-Boltzmanna)

U=1VT", (2.4)

gdzie ~ jest staly. Energie te mozna zmierzy¢, badajac natezenie
promieniowania elektromagnetycznego emitowanego przez dane
cialo przy zalozeniu, ze jest to ciato doskonale czarne, czyli ze
pochlania fotony niezaleznie od ich energii. W ten sposéb mo-
zemy tez okredli¢ temperature gwiazdy. Dla przyktadu powierzch-
nia Storica ma temperature 6000 K, a zmierzenie jej polegato na
zbadaniu natezenia promieniowania wychodzgcego ze Stornca i za-
stosowaniu wzoru Stefana-Boltzmanna (2.4). Termometry stuzace
do pomiaru temperatury w oparciu o wzor (2.4) nazywamy pi-
rometrami. Prawo (2.4) jest wykorzystywane do pomiaru bardzo
wysokich temperatur, przy ktorych topi sie wiekszos¢ cial statych.
W termoparze mierzymy napiecie miedzy dwoma kawatkami
drutu (& 1 &). Napiecie to zalezy od réznicy temperatur drutéow

(tl i tg):
E1— & = a+Db(t] —to) + c(t; — t2)°. (2.5)
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Jeden z drutéw mozna zanurzy¢ w mieszaninie wody z lodem
i wtedy bedzie to punkt odniesienia. Pozostate stale mozna wy-
znaczy¢, wykorzystujac inne punkty potréjne.

W laboratoriach uzyskujemy zaréwno niezwykle wysokie, jak
i niezwykle niskie temperatury. Najnizsza temperatura osiggnieta
na Ziemi wyniosta 108 K (Boulder Colorado, 1995), a najwyzsza
102K (CERN, 2000). Niestety, w obu przypadkach ilo§¢ mate-
rialu, dla ktérego osiagnieto te rekordowe temperatury, byta zni-
komo mata w poréwnaiu z molem gazu.

2.1 Zadania

1. Dlaczego w barometrze uzywamy rteci, a nie np. wody lub
oleju? Przelicz jak wysoki musialby by¢ barometr, gdyby-
$my do pomiaru ci$nienia atmosferycznego na powierzchni
Ziemi uzyli oleju Inianego (o gestosci okoto 0,94 g/cm3) za-
miast rteci.

2. Czy jedna atmosfera to duze cignienie? Jakg silg dziata po-
wietrze na nasze ciato? Co statoby sie z nami, gdyby ci$nie-
nie powietrza zmniejszyto sie do 0,000001 atm?

3. Pijesz napdj przez rurke o dlugosci 20cm. Jak duzg réz-
nice ci$nien musisz przylozy¢ ustami (zasysanie powietrza
w rurce to nic innego jak tworzenie podci$nienia nad po-
wierzchnig ptynu), aby wypié¢ ptyn?

4. Na glebokosci 10m lezy 16dZz podwodna. Marynarz siedzacy
w todzi, w ktorej panuje cignienie 1 atm, chce podniesé wtaz,
zeby wypuscié¢ nurka do wody. Wtaz ma pole powierzchni
2m?. Oblicz site, jaks marynarz musiatby przyltozy¢ do wta-
zu, aby go podnie$¢? Zastanéw sie dlaczego, aby wypuscié
nurka z todzi podwodnej, trzeba najpierw zatopi¢ komore
z wlazem do wyjécia na zewnatrz?

5. Przelicz 0°F, 70°F i 451 °F na stopnie Celsjusza.
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10.

11.

12.

Czemu odpowiada temperatura —273, 15 °C w skali Kelvina.

Wyraz temperatue 0 K w stopniach Fahrenheita.

. Przelicz 100 °F na stopnie Celsjusza. Skad wiadomo, ze zona

Fahrenheita byla chora przy kalibracji termometru? Czy
temperatura ciata ludzkiego jest dobra do kalibracji termo-
metru?

. W jaki sposéb wykalibrowalby$ pirometr, wiedzac, ze tem-

peratura wody w punkcie potréjnym (woda, para wodna
i 16d sg ze soba w rownowadze) T = 273,16 K? Masz moz-
liwoéé mierzenia energii emitowanej przez ciato doskonale
czarne w danej temperaturze, a energia U jest proporcjo-
nalna do natezenia promieniowania.

Udowodnij, ze energia wewnetrzna na mol nie zalezy od roz-
miaréw ukladu i jest parametrem intensywnym. Zaléz, ze
taczysz ze soba m identycznych ciatl scharakteryzowanych
tymi samymi parametrami stanu U, V, n. Oblicz energie na
mol dla kazdego ciala oraz energie na mol dla potaczonych
cial. Poréwnaj wyniki.

Mamy dwa naczynia z wodg o objetosci Vi = 18cm?3 i V5 =
36cm?® w tej samej temperaturze i pod tym samym ciénie-
niem. Gestos¢ wody wynosi p = 1gcm™3. Oblicz liczbe moli
wody oraz gesto$¢ molowg (liczbe moli na jednostke objeto-
§ci) w kazdym naczyniu. Naczynia laczymy; oblicz objetosé,
liczbe moli, gestosé molowa po polaczeniu. Ktore z obliczo-
nych parametréw sg intensywne, a ktore ekstensywne? Czy
gestosé p jest intensywnym parametrem i dlaczego?

Znajac gesto$é wody p = 1gem™3, liczbe Avogadro Ny =
6,022 x 10?3 i mase molowg wody M = 18g, oblicz objetos¢
przypadajacag na jedng czasteczke wody w cieklej wodzie.
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2.2 Rozwigzania

1. Woda zbyt szybko paruje oraz ma zbyt malg gestosé (1
g/cm3), aby byé dobra substancja robocza w barometrze.
Latwo przeliczy¢ jak wysoki musialby by¢ barometr, gdyby-
$my do pomiaru ci$nienia atmosferycznego na powierzchni
Ziemi uzyli oleju Inianego (gestos¢ okoto pye; = 0,94 g/ cm®)
zamiast rteci. Gestosé rteci wynosi ppg = 13,6g/ cm?®. Mie-
rzymy cis$nienie atmosferyczne p raz za pomocg manometru
z olejem, a raz za pomocg manometru z rtecig. Poniewaz
w kazdym jest inna gesto$¢ cieczy, wiec i wysokosé stupa
cieczy w kazdym z nich bedzie inna. Mozna to policzyé, wy-
korzystujac wzor na ci$nienie mierzone w manometrze:

p= polejgholej - pHgthg-

Poniewaz hpg = 760mm przy ci$nieniu 1atm (prosze to
sprawdzi¢), to
13,6

PHg
hole; = —=hge = 760 = 10995, 7 ~ 11m.
lej P He 0.94 mim mm m

Jak widaé, manometr z olejem w $rodku mialby wysokosé
11m i niewatpliwie nie bylby praktycznym urzadzeniem.

2. W kole samochodowym mamy ci$nienie okoto 2atm i na
tych kotach stoi samoch6d wazacy tone. W rowerze gérskim
pompujemy kota do 4 atm. Cignienie na gltebokoséci 1000 km
wynosi okoto 250 tys.atm. Jak widaé, postawione pytanie
nie jest dobre, poniewaz to czy co$ jest male, czy duze zalezy
od skali poréwnawczej. Nie istnieje zadna wielko$é, o ktorej
mozna powiedzieé, ze jest duza sama w sobie, jak by mogt
rzec Immanuel Kant.

Zobaczmy jaka sila dziata na nasze ciato. Najpierw mu-

simy oszacowaé pole powierzchni naszego ciala, A. Zakla-
damy, Ze jest ono réwne 2m?. Sila z definicji jest réwna
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F = pA = 101325N/m? - 2m? ~ 200000N. Oznacza to,
ze powietrze dziata na nasze cialo silg 20 ton (w przyblize-
niu 1kG ~ 10N i 1000kG = 1 tona). Ufff to jest duzo!! Nie
odczuwamy tego ci$nienia, gdyz ci$nienie krwi i ptynéw mie-
dzyustrojowych jest doktadnie takie jak ci$nienie powietrza,
zgodnie z réwnowagg mechaniczng: peigia = Patmosferyczne-
Gdyby cis$nienie zewnetrzne spadto do zera, to ciSnienie we-
wnetrzne rozerwaltoby nasze ciato, krew by sie zagotowala
i czeSciowo odparowata (pod niskim cignieniem spada tem-
peratura wrzenia), a pozostata krew i pltyny miedzyustro-
jowe zamarztyby (bo oddalyby cieplo parze i dlatego ich
temperatura spadtaby ponizej zera).

. Plyn musi sie unie$¢ na wysokos¢ 20 cm ponad powierzchnie

cieczy, tak aby doszed! do naszych ust. Na powierzchni cie-
czy w szklance dziala ciénienie atmosferyczne, p, a nad po-
wierzchnig cieczy w rurce ci$nienie pg < p. Z réwnawagi sit
wynika, ze aby ciecz (woda o gestosci p = 1g/cm?®) podnio-
sta sie w rurce na wysokog¢ h to réznica cignien, Ap = p—py,

p— Ap

Rysunek 2.4: Aby pociagnaé ptyn przez stomke, musimy ustami wytworzyé
podciénienie Ap.
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musi byé¢ rowna (zob. Rys. 2.4):
Ap=pgh=1gem™>-9,81ms™2-20cm = 1960, 2 Pa.

Takie podciénienie musimy wytworzy¢ przy zasysaniu po-
wietrza w rurce, aby pociggnaé ciecz do ust przez rurke.
Roéznica Ap jest 50 razy mniejsza niz p czy pg i dlatego,
z praktycznego punktu widzenia, mozna ja traktowaé jako
wielko$¢ infinitezymalng. Oczywiscie, sensu stricto, infinite-
zymalna réznica dazy do zera.

4. Na wtaz napiera stup wody o wysokosci h = 10m (Rys. 2.5).
Obliczmy jakie wywiera cignienie:

po=pgh=100kgm=>-9,81ms 2-10m
=9,81 x 10*Nm™2.

powietrze o ci$nieniu p

woda, h

p

Rysunek 2.5: Na dnie mamy ci¢nienie atmosferyczne powiekszone o ciénie-
nie wywierane przez slup wody o wysokosci h na klape todzi podwodne;j.
Marynarz podnoszac klape, musi unie§é¢ caly stup wody nad klapa.

powietrze o ci$nieniu p

woda, h

P+ pgh

Rysunek 2.6: Gdy komora jest zalana woda, wtedy ci¢nienie nad i pod
klapa jest takie samo i rowne p + pgh.
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Poniewaz pole powierzchni wlazu wynosi A = 2m?, to cal-
kowita sila jest rowna:

F=piA=9,81 x10*Nm~2-2m? = 19,62 x 10*N.

Taka sile musi marynarz przylozy¢ do wtazu, aby go pod-
nie$¢ (pomijamy ciezar samego wlazu). Jest to okoto 20
ton, co nie powinno dziwi¢, wszak podnoszac wlaz, mary-
narz rownoczesnie podnosi 10-cio metrowy stup wody. Gdy
zalejemy wodg cala komore, to ci$nienie po obu stronach
wlazu wyréwnuje sie i wtedy sita potrzebna do podniesie-
nia wlazu bedzie rowna ciezarowi wlazu minus sita wyporu
czyli okoto 10-20 kG. Dlatego tez zalewa si¢ komory nurkéw
przed otwarciem wtazu (Rys. 2.6).

. Obie skale temperatur sg liniowe, czyli zwigzek miedzy nimi

tez jest liniowy (Rys. 2.2). Niech z oznacza temperature
w stopniach Celsjusza, a y w stopniach Fahrenheita. Za-
piszmy to nastepujaco:

y = ax +b.

Mamy dwa punkty przez ktore przechodzi ta prosta: (z,y) =
(0°C,32°F) oraz (x,y) = (100°C, 212 °F). Podstawiajac te
punkty do réwnania prostej, znajdziemy:

9°F
= 32°F,
Y 550 T+
a po odwroceniu tej zaleznosci:
5°C
= —32°F).
=g )
Dla y = 0°F mamy z = —18°C (najnizsza temperatura

przechtodzonej wody otrzymana w laboratorium Fahrenhe-
ita), dla y = 70°F mamy x = 21,1°C (temperatura po-
kojowa), oraz dla y = 451°F mamy z = 232,8°C (tem-
peratura zaptonu papieru i tytut stawnej powiesci s.f. Raya
Bradbury).
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6. Skala Celsjusza i Kelvina sg powigzane zalezno$cia:
T[K]=t[°C]+ 273,15,

czyli t = —273,15°C odpowiada T = O0K. Jest to tempe-
ratura zera bezwglednego, nieosiggalna na drodze termody-
namiczne;.

7. Wiemy, ze 0 K odpowiada —273, 15 °C. Przeliczajac na Fah-
renheity, dostajemy —459,67 °F.

8. Korzystamy ze wzoru

5°C

9°F
i znajdujemy xz = 37,8 °C. Temperatura zdrowego cztowieka
wynosi 36,6 °C, tak wiec Fahrenheit kalibrowal swoj ter-
mometr w oparciu o temperature ciala chorej osoby. Wy-
bér zywego organizmu do kalibracji termometru nie jest jak
wida¢ dobrym pomystem, poniewaz temperatura, np. czto-
wieka, moze sie zmienia¢ nawet o kilka stopni w zaleznosci
od stanu organizmu. Oznacza to, ze kalibrujac termometr
jednego dnia, mozna dosta¢ wynik o kilka stopni réznigcy
sie od kalibracji wykonanej innego dnia. Dlatego tez kalibra-
cje termometru opiera sie na takich zjawiskach, ktore zacho-
dzg zawsze w tej samej temperaturze, jak np. wspolistnienie
pary, cieczy i ciata stalego w czystej substancji w punk-
cie potrojnym. Punktowi potr6jnemu wody (para wodna,
ciecz i 16d w rownowadze) odpowiada zawsze temperatura
273,16 K (0,01 °C) oraz ci$nienie 611 Pa (4,6 Tr).

x = (y —32°F)

9. Bierzemy ciato o charakterystyce odpowiadajacej ciatu do-
skonale czarnemu i wstawiamy je do mieszaniny lodu wody
i pary wodnej (punkt potréjny wody). Nastepnie mierzymy
emitowane promieniowanie elektromagnetyczne i wykorzy-
stujemy wzor

U=+VT*,
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10.

11.

pamietajac, ze natezenie promieniowania jest proporcjonal-
ne do energii. W ten sposoéb wyznaczamy Uy = U(Ty =
273,16 K). Aby dosta¢ inng temperature, wystarczy prze-
ksztalci¢ powyzszy wzor, pamietajac, ze dla temperatury T’
mierzymy U, a dla temperatury 7y = 273,16 K mierzymy

Up: )
T=273,16 K| — .
73,16 <U0>

Energia na mol dla ciala o energii U i liczbie moli n jest
dana przez:

u=—.

n

Jesli potaczymy m identycznych poduktadéw, kazdy o ener-
gii U i liczbie moli n, to otrzymamy uktad o energii mU
(bo U jest ekstensywne) oraz o liczbie moli mn (bo n jest
ekstensywne). Taki uktad bedzie mial energie na mol rowna
Ue, gdzie
- mU U
==

U Uu.

Jak wida¢, energia na mol nie zalezy od rozmiaréw uktadu
i jest taka sama dla caltosci ztozonej z m podukladéw, jak
i dla kazdego z tych poduktadéw.

Masa molowa wody wynosi M = 18g. W objetosci V; =
18 cm? znajduje si¢ masa

m;=Vip=18cm?® - 1gem 3 =18,

stad liczba moli
mi
ny = ﬁ =1.

Dla drugiego naczynia znajdujemy m = 36g i ny = 2. Oba
naczynia maja te samg gesto$¢ molowa:

ny N9 1mol

p"‘ﬁ‘%‘ 18cm3’
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12.

Po potlaczeniu otrzymujemy catkowita objetosé
V=W +V,=54cm®
oraz catkowita liczbe moli
n=mni+ng =3,

a stad gestos$¢ molowsg

n 1 mol
Pn = 75

vV 18cm?’

Gestos¢ molowa jest wielkogcig intensywna, bo nie zalezy od
rozmiaréw uktadu. Objetosé i liczba moli sa ekstensywne.
Gestos¢ masy jest wielkodcig intensywna, poniewaz

p = Mpn,
gdzie M jest masg molows.

Gdy mamy N4 czasteczek, a kazda zajmuje objeto$¢ v,
wtedy catkowita objeto$¢ zajmowana przez 1mol czasteczek
Wynosi

V = Njv.
7 drugiej strony, 1 mol wody zajmuje objetosé
M
V =— =18cm?.
p

Przyréownujac obie wielkoéci, dostaniemy

v =3 x 1072 cm?.

~ Nap

Mozemy przeliczy¢ te objeto$é na jednostke 1 A = 1073 cm,

ktora odpowiada z grubsza rozmiarowi atomu. Otrzymamy
3 . ) . .

v = 30A”. Mozna oszacowa¢ rozmiar liniowy czasteczki, I,
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zakladajac, ze v = (3. Dostajemy [ ~ 3A. W rzeczywi-
stosci rozmiar czasteczki wody to 2,76 A. Ciecze sg bardzo
geste 1 przypominajg stopniem zatloczenia metro w Tokyo
w godzinach szczytu, gdy czlowiek siedzi na czlowieku. W
cieczach czasteczka styka sie z czasteczky i wszystkie razem
dod¢ szczelnie wypelniajg przestrzen.



Rozdzial 3

Funkcje stanu 1 ro6wnania
stanu na przyktadzie gazu
doskonatego, gazu fotonéw

1 gazu van der Waalsa

Kiedy okreslimy wszystkie wielkodci termodynamiczne w stanie
rownowagi: T, V, p, U, n itd., to stwierdzimy, ze niektére z nich
sg zalezne od innych. Wiemy juz, ze parametry stanu powinny
by¢ takie, aby kazdy z nich mozna bylo zmieniaé¢ niezaleznie od
innych (zmienne niezalezne), tak by inne wielkosci termodyna-
miczne mozna byto zapisaé jako ich funkcje. Korzystajac ze zwigz-
kéw miedzy wielkosciami termodynamicznymi, mozemy wyliczaé
energie na podstawie pomiaru temperatury, liczby moli i objetoéci
lub okreslaé liczbe moli na podstawie cisnienia, objetosci i tempe-
ratury. Poniewaz w ten sposéb wielkoéci termodynamiczne stajg
sie funkcjami termodynamicznymi, to mozemy stosowaé¢ do nich
caly aparat matematyczny, jaki stosuje sie do funkcji, i ktéry po-
znalismy na wykladach z analizy matematycznej. Mozemy je r6z-
niczkowaé, catkowaé, bra¢ granice itd. Ponizsze ¢wiczenia maja
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na celu pokazanie jak to robimy w praktyce.
Silnie rozrzedzony gaz spetnia z dobrym przyblizeniem naste-
pujace rownania, zwane réwnaniami stanu gazu doskonatego:

pV =nRT (3.1)

oraz

U= gnRT, (3.2)

gdzie R = 8,314 J /(K mol) jest stala gazowa, taka sama dla wszys-
tkich rozrzedzonych gazéw. Réwnania stanu sg spelnione tylko
wtedy, gdy uktad jest w stanie réwnowagi. Oznaczaja przy tym,
ze zmienne: U, V., n, T, p sa ze sobg powigzane, wiec nie mozna
ich zmienia¢ w dowolny sposéb. Jezeli

T =298K, p=1latm, n=1mol,

to wstawiajac te dane do réwnania stanu gazu doskonatego, do-
staniemy
V =0,024441m?, U = 3710,1J.

Jezeli zmienimy liczbe moli na n = 2, a nie zmienimy 7' i p, to
objetosé i energia zmienig sie tez dwukrotnie do V' = 0, 048882 m?
ido U =7420,2J.

Roéwnania stanu mozna przeksztalcaé; na przyktad za pomoca
zmiennych U, V i n mozemy wyznaczyé¢ p i T. Inaczej mowigc,
p=pU,V,n)iT =T(U,V,n) sa funkcjami U, V, n i wyrazaja
sie wzorami:

2U
p—p(U,V,n) - W;

2U
T=T = —.

Mozna tez spojrze¢ na roéwnanie (3.1) i réwnanie (3.2) w na-
stepujacy sposob:

nRT
—o(T.V.n) = ——
p p( ) 7n) v bl
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3
U =U(T,V,n) = InRT,

co oznacza, ze p i U mozemy zapisaé jako funkcje T', V i n.
Wreszcie mozna wybraé na parametry stanu 7', p i n, i wtedy
wyrazi¢ U oraz V jako funkcje tych zmiennych:

T
V=VT.pm ="

U=U(T,p,n) = ;nRT.

Gdy gaz nie jest rozrzedzony, wtedy atomy zaczynaja ze sobg,
oddzialywacé i cisnienie, jak réwniez energia wewnetrzna, nie za-
chowuja sie zgodnie z rownaniami stanu gazu doskonatego (3.1)
i (3.2). Przyblizone rownanie opisujace gaz w calym zakresie ge-
stodci (a nie tylko w zakresie silnie rozrzedzonym) jest znane jako
réwnanie stanu van der Waalsa:

nRT an?
T,V,n) = - —. 3.3
pTVin) = o—0 = 75 (33)
Na energie U dla gazu jednoatomowego przyjmuje sie:
3 an?
= — - — A4
U(T,V,n) 2nRT v (3.4)
a dla czasteczek dwuatomowych
5 an?
T = —nRT — — .
U(T,V,n) 2nR v (3.5)

gdzie a i b sg stalymi, ktére nalezy wyznaczyé¢ do$wiadczalnie
dla danej substancji. Réwnanie stanu van der Waalsa ma charak-
ter empiryczny, ale mozna je réwniez uzasadnié, odwolujac sie
do molekularnego opisu materii. Zauwazmy, ze réwnania (3.3)
i (3.4) redukujg sie do réwnania stanu gazu doskonalego, gdy
a = 0 oraz b = 0. Poniewaz model gazu doskonalego opiera sie
na zalozeniu, ze czasteczki nie oddzialuja ze soba, wiec state a
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i b muszg by¢ zwigzane z oddzialywaniami. Stala b jest propor-
cjonalna do objetosci czasteczek, a stala a wigze sie z przycia-
ganiem miedzy czasteczkami. Na przyktad dla azotu Ny mamy
a=0,1358J m®mol 2 i b= 3,85 x 10~° m>®mol~'. Wartos¢ b =
3x107° m3 mol ! dla wiekszosci prostych substancji. Natomiast a
moze si¢ zmienia¢ od 0,003 J m® mol 2 dla He do a = 1.J m® mol 2
dla freonu.

Podobnie jak poprzednio, mozemy opisa¢ gaz fotonow (kwanty
promieniowania elektromagnetycznego), podajac rownania stanu
wigzace ciénienie fotonéw i energie wewnetrzng fotonéw z tempe-
raturg i objetoscia:

1
b :p(Tv‘/an) = §7T47

U=U(T,V,n) =+VT"

Dla gazu fotonéw zadna wielkoé¢ termodynamiczna nie zalezy od
liczby moli, n. Stata v = 7,56 x 10716 Jm =3 K—*. Latwo wyrazi¢
piT jako funkcje U i V:

U
p_p(va)_Wa
U\ /4
T=T = | — .
G-V <W>

Liczba moli nie jest parametrem termodynamicznym dla gazu fo-
tonéw. Stan gazu fotonéw opisujemy za pomocg UiV lub T i V.
Mozna tez poda¢ U i p jako parametry stanu gazu fotondéw.

W ogélnosci rézne substancje i uktady w danym zakresie tem-
peratur i ciniell mogg, i najczeiciej maja, réozne réwnania stanu,
ktore sy specyficzne dla danej substancji. W tym rozdziale po-
kazaliSmy trzy uktady rézniace sie réwnaniami stanu. To co jest
wspoélne dla wszystkich uktadéw, to parametry stanu U, V, n lub
T,V,nlub T, p, n. Gaz fotonéw nie ma zaleznosci od n, ale jest
to raczej wyjatek niz reguta.
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7 definicji p i T s3 zmiennymi intensywnyimi, a wiec nie moga
zaleze¢ od rozmiaréw uktadu. Natomiast U, V i n sg wprost pro-
porcjonalne do rozmiaréw uktadu. Jesli potaczymy m uktadéw,
bedacych w réwnowadze ze sobg, o energii U, objetosci V, i licz-
bie moli n kazdy, to dla potaczonego ukltadu otrzymamy

p(U,V,n) = p(mU,mV,mn) (3.6)

oraz

U(T,mV,mn) =mU(T,V,n). (3.7)

Z ostatniego réwnania wynika, ze jednej zmiennej termodynamicz-
nej mozna zawsze latwo sie pozby¢, poniewaz ktadac m = 1/n
(mozemy zmniejszy¢ uktad n razy), otrzymamy

nu(T,v) =U(T,V,n), (3.8)

gdzie v = V/n jest objetoscig molowa, a u = U/n jest energia na
mol. Otrzymana wielko$¢ intensywna, u(7T,v), jest funkcjg tylko
dwoch zmiennych intensywnych. Jesli zapisujemy U (T, v,n) jako
funkcje dwoch zmiennych intensywnych (7', v) oraz jednej eksten-
sywnej, n, to U musi by¢ liniows funkcja n. Uwaga, zwigzki (3.6),
(3.7) 1 (3.8) sa sciste i stosuja sie do dowolnego uktadu jednosktad-
nikowego.

Na koniec zobaczmy co sie stanie z funkcjami stanu, gdy zmie-
nimy infinitezymalnie parametry termodynamiczne, np. U o dU.
Oznacza to, ze przeszliémy z jednego stanu réwnowagi (U,, V), np)
do drugiego (Ug, Vi, nk), przy czym ten drugi jest infinitezymalnie
blisko tego pierwszego, co podkre§lamy, zapisujac U, — U, = dU.
Zobaczymy jak zmieni sie ci$nienie p(U,V,n) dla gazu doskona-
tego i gazu van der Waalsa, gdy energia zmienia sie o dU (V i n
beda stale):
2(U+dU) 2U 24U

3Vv. 3V 3V’
co mozna zapisa¢, zgodnie z rachunkiem rézniczkowym, jako:

dp 2
v~ 3V°
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Poniewaz przy obliczaniu przyrostu dp zalozyliSmy, ze V' jest stale,
to pochodng dp/dU zapisujemy w postaci:

op 2
ou ), 3V’
przy czym indeks V na dole wskazuje, ze rézniczkujemy funkcje

przy stalym V. Podobnie, jezeli V' zmienia sie od V do V + AV,
a U jest state, wtedy

2U 2U0
Ap = AV,n) — ==~ =
_ 2UAV
T O3V(VHAV)

Skad w granicy infinitezymalnych przyrostow, dp i dV, otrzymu-

jemy:
_2Udv

V2’
Zgodnie z definicja pochodna ci$nienia po objetosci przy stalej

dp =

energii wewnetrznej jest rowna:

op\ __2U
v ),  3vE

Jedli zmieniamy réwnoczeénie i U, i V, wtedy

dp dp 2 2U
dp= (L) qu+ (L) av==av-Zav
P <8U>V * <av>U s T 3y

Oznacza to, ze gdy przejdziemy do stanu réwnowagi blisko stanu
wyjsciowego 1 zmienimy U o dU, a V o dV, to wtedy cisnie-
nie zmieni si¢ wedlug powyzszego wzoru, poniewaz p(U, V,n) jest
funkcja U i V.
W rachunku rézniczkowym zapisujemy przyrost funkcji wedug
wWzoru:
daf
dzx

df = —dx,
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gdzie df /dx jest pochodng funkcji f po zmiennej x. Gdy funkcja
zalezy od wigkszej liczby zmiennych, np. od dwdch, co zapisujemy
jako f(z,y), wtedy

<> <>’
’ xy 8y$Z
>
oz

jest pochodng funkcji f po z (przy stalym y), a

).

jest pochodng funkcji f po y (przy stalym x).

gdzie

3.1 Zadania

1. Oblicz przyrost objetosci, dV, gdy zwiekszymy temperature
o dT, ci$nienie o dp, a liczba moli, n, pozostanie stata. Ob-
liczenia wykonaj dla gazu doskonatego.

2. Oblicz przyrost energii, dU, gdy zwiekszymy temperature
o dT', objetos¢ o dV, a liczba moli, n, pozostanie stata. Ob-
liczenia wykonaj dla gazu van der Waalsa.

3. Oblicz przyrost ci$nienia, dp, dla gazu fotonéw, gdy zwiek-
szymy temperature o dT'.

4. Uklad zawierajacy 5 moli gazu w naczyniu o objetoéci V =
1201 w temperaturze 25 °C jest w stanie rownowagi. W pew-
nym momencie wypusciliémy cze$¢ gazu z naczynia. Ciénie-
nie gazu w nowym stanie réwnowagi wynosi p = 0,5 atm.
Ille gazu wypusciliémy z naczynia?
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10.

11.

. W naczyniu o objetosci 0,11 znajduje sie 1 mol Ny w tem-

peraturze T' = 298 K. Zastosuj réwnanie gazu doskonalego.
Oblicz cisnienie. Oblicz energie gazu.

. W naczyniu o objetosci 0,11 znajduje sie 1 mol Ny w tem-

peraturze T = 298 K. Oblicz ciénienie i energie wewnetrzna.
Zastosuj rownanie van der Waalsa (a = 0,1358J m? mol 2
ib=3,85x10"°>m?mol!). Poréwnaj z obliczeniami z po-
przedniego zadania.

W naczyniu o objetosci 10001 znajduje sie 1 mol Ny w tem-
peraturze T = 298 K. Oblicz ciénienie i energie wewnetrzna.
Zastosuj rownanie van der Waalsa (a = 0, 1358 J m?3 mol 2
ib=23,85x10"°m®mol ') i réwnanie stanu gazu doskona-
tego. Poréwnaj z obliczeniami z dwoch poprzednich zadan.

. Oblicz energie gazu fotonéw w objetosci 1m? w tempera-

turze 298 K i w temperaturze 400 K. Oblicz ci$nienie, jakie
fotony wywierajg na $cianki naczynia.

. Sprawdz réwnania (3.6), (3.7) oraz (3.8) dla gazéw: dosko-

natego, van der Waalsa oraz fotondéw.

_1fov
V \op T

dla gazu doskonaetgo i gazu van der Waalsa. Czy takie wy-
razenie ma sens dla gazu fotonéw? Oblicz takie wyrazenie
dla gazu fotonow, ale przy stalej energii U (a nie tempera-
turze).

Oblicz wyrazenie

Oblicz wyrazenie

L
v\er),,
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12.

13.

14.

3.2

dla gazu doskonalego, a dla gazu fotonéw oblicz

1L (ov
v\aU),,

ou
or )y,

dla gazu doskonatego, gazu van der Waalsa i dla gazu foto-
néw.

Oblicz wyrazenie

Wiedzac, ze wiekszo$é powietrza znajduje sie w cienkiej war-
stwie wokot Ziemi (10 km), ci$nienie wynosi 1 atm, a Srednia
temperatura 14 °C, oblicz liczbe moli gazu w ziemskiej at-
mosferze. Wiedzac, ze tlen stanowi 20% mieszaniny, oblicz
ilo¢ tlenu. Rocznie zywe organizmy ,zuzywaja”’ 0,5 x 1016
moli tlenu. Gdyby zapasy tlenu nie byly odnawiane w proce-
sie fotosyntezy, to jak szybko zabraktoby go w atmosferze?

Temperatura powierzchni Storica wynosi okoto 6000 K. Na
jednostke czasu i na jednostke powierzchni Storice wypro-
mieniowuje w postaci fotonéw energie:

uc
Zv

gdzie u jest energig gazu fotonéw na jednostke objetosci, ¢ =

3 x 108m/s jest predkodcia §wiatta. Promien Stonica wynosi

700000 km. Oblicz energie F, jaka Storice wypromieniowuje

w czasie sekundy.

Rozwigzania

. Zapisujemy V jako funkcje T, p i n:

T
V(Tpm) = " (3.9)
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Zgodnie z definicjg przyrost objetosci, AV, zalezy od zmian
Ap i AT w nastepujacy sposob:

AV =V(T +AT,p+ Ap,n) = V(T,p,n).  (3.10)
Po podstawieniu (3.9) do (3.10) otrzymamy

nR(T+AT) nRT _ nRAT nRTAp
p+Ap P p+Ap p(p+ Ap)

Nastepnie przechodzimy od skoriczonych do infinitezymal-
nych przyrostéow, bioragc granice AT — 0i Ap — 0, co
pozwala zaniedba¢ Ap w mianowniku, Dostajemy stad roz-
niczkowg, posta¢ wyrazenia (3.11):

T
AV = %%dT - %dp, (3.12)

AV = . (3.11)

w ktorej skoriczone przyrosty: AV, AT i Ap zostaly za-
stapione przyrostami infinitezymalnymi, czyli rézniczkami:
dV, dT i dp. Oznacza to, ze zmiana parametréw termody-
namicznych jest infinitezymalnie malta, a tym samym, ze
stany réwnowagi przed i po zmianie temperatury i ci$nienia
sg infinitezymalnie blisko siebie.

. Zapisujemy U jako funkcje T', V i n:

(I’I’L2

Zgodnie z definicjg przyrost energii, AU, jest réwny:
AU =U(T+ AT,V + AV,n) = U(T,V,n). (3.14)

Po podstawieniu (3.13) do (3.14) otrzymamy

2
AU = EnR(T+AT) —— ]

VAV

3 an? 3+ an?AV (3.15)
—=nRT — — | = =nRAT + ————.
<2” Vv > M T Y AY)
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Postepujac analogicznie jak w poprzednim zadaniu, tj. prze-
chodzac w (3.15) od skoniczonych przyrostow: AU, AT i AV
do rézniczek: dU, dT' i dV, dostajemy

an?dV
vz
Jezeli roznica energii stanu konicowego i poczatkowego wyra-

zona jest rézniczka energii, dU, to oznacza, ze stan koricowy
jest nieskoriczenie blisko stanu poczatkowego.

dU(T,V,n) = ganT +

3. Wiemy jak wyglada zwigzek miedzy ciénieniem i tempera-
turg dla gazu fotonow:
1

P=3 T, (3.16)

Zapiszmy przyrost cinienia, Ap:
1 1
Ap = p(T + AT) = p(T) = 2(T + AT)* — §7T4. (3.17)

Poniewaz na koricu zastgpimy skoriczony przyrost tempera-
tury, AT, przyrostem infinitezymalnym, dT', wiec w wyraze-
niu (T4+AT)*, mozemy pomingé wszystkie wyrazy wyzszego
rzedu niz AT, czyli zawierajace (AT)2, (AT)3 i (AT)*:

(T + AT)* ~ T* + 4T3AT. (3.18)

Wstawiajac (3.18) do wyrazenia (3.17) i przechodzac od AT
do dT', otrzymujemy rézniczke cignienia
4

dp = gfyT?’dT. (3.19)

4. Korzystamy z réwnania stanu gazu doskonalego. W ogél-
nosci powinni§my skorzystaé¢ z réwnania stanu, ktore lepiej

opisuje gazy, np. rébwnanie van der Waalsa. Jednak gdyby-
$my mieli skorzystaé z réwnania stanu gazu van der Waalsa,
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musielibyémy wiedzieé jaki to jest gaz i z tablic odczytaé pa-
rametry van der Waalsa a i b, charakterystyczne dla danego
gazu. Poniewaz w tresci zadania nie ma tej informagcji, ko-
rzystamy z réwnania stanu niezaleznego od rodzaju gazu,
czyli dla gazu doskonalego.

Stan poczatkowy gazu: V), = 1201, T), = (273,15 + 25) K =
298,15 K, n, = 5 moli.

Stan konicowy gazu: Vi, = 1201 = 120 x 103 m?3, T}, =
298,15 K, ng =7, pr. = 0,5 atm.

W stanie poczatkowym i w stanie koncowym mamy spel-
nione réwnanie:

pV = nRT. (3.20)

Podstawiajac dane stanu koricowego do réwnania (3.20), do-
stajemy warto$¢ ny:

_— PV 0,5x101325Nm™2-120 x 1073 m?
T RT, 8,3JK 'mol !-298, 15K

czyli
An =ny —n, = 2,457 — 5 = —2,543 mol.

An jest ujemne, poniewaz liczba moli w uktadzie zmniej-
szyta sie. Wypusciliémy z naczynia 2,543 moli gazu.

. Korzystajac z r6wnania stanu gazu doskonatego, dostajemy:

_ nRT  1mol-8,3Jmol 'K!. 208K

\% 104 m3
= 2473,4 x 10* Pa

p

oraz dla gazu dwuatomowego mamy

U= gnRT =2,5x1mol-8,3mol 1 K™1.298 K = 6183, 5J.
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6. Rownanie stanu van der Waalsa lepiej opisuje azot w naczy-
niu niz réwnanie stanu gazu doskonaltego. Robigc obliczenia
dla obu réwnan, bedziemy mogli powiedzieé¢, jak dobrze gaz
doskonaly opisuje gaz rzeczywisty.

_ nRT B a_n2
P=y "~ v (3.21)
B 8,3JK™1.298K ~0,1358J m? '
~ 1074m3 — 3,85 x 10~5m3 10-8m6 ~’
skad dostajemy:
p = 3957,44 x 10* Pa — 1358 x 10* Pa
(3.22)

— 2599, 44 x 10* Pa.

Ciénienie otrzymane z réwnania stanu gazu doskonaltego
rézni sie o kilka procent od ci$nienia z réwnania stanu gazu
van der Waalsa, ale prosze zwrécié¢ uwage, ze tak duza zgod-
nosé jest przypadkowa. Wynika ona z cze$ciowego kasowa-
nia sie dwoéch duzych wyrazéw w réwnaniu van der Wa-
alsa (3.22). Zauwazmy, ze gdy gestos¢ molowa staje sie duza
(v =V/n jest poréwnywalne z b), to wtedy pierwszy wyraz
w rownaniu (3.21) robi sie duzy i dominuje w wyrazeniu na
ci$nienie. Teraz policzymy energie wewnetrzng:
) an’?
U=gnil ==~ (3.23)
=6183,5J — 0,1358 x 10 J = 4825 J.

Pierwszy wyraz jest taki sam jak dla gazu doskonalego. Ta
czed¢ energii wewnetrznej pochodzi z energii kinetycznej cza-
steczek Ny. Drugi wyraz opisuje oddzialywania (energia po-
tencjalna). Ta ostatnia forma energii dominuje przy duzych
gestosciach i prowadzi do kondensacji gazu.

7. Gdy w uktadzie mamy malg gestosé, jak w tym przypadku,
to otrzymujemy ten sam wynik na ciénienie i energie dla
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réwnania stanu gazu doskonatego i dla réwnania stanu gazu
van der Waalsa. W poprzednim zadaniu objetosé V = 0,11,
a wiec gestosé wynosita 10 moli na litr. Teraz gesto$é wynosi
0,001 mola na litr. Policzmy energie:

2
U= gnRT—% = 6183,5J—0,1358 J = 6183,4J. (3.24)

Pierwszy wyraz odpowiada energii gazu doskonaltego, a dru-
gi jest poprawka wynikajaca z oddziatywan. Jak widaé, w
przypadku malej gestosci ta poprawka jest zaniedbywalna.

. Korzystamy ze wzoru na energie:

U=+VT*=7,56 x 1070 Jm3K*. 1m?. 298* K*
~6x107°7

w temperaturze 298 K oraz U ~ 2 x 1074 J w temperaturze
400 K. Jak wida¢, energia promieniowania zawarta w gazie
fotonéw jest mala w poréwnaniu z energig gazu doskona-
tego. Gaz foton6w moze by¢ uzyty do szybkiego przekazania
energii (lasery). Wyobrazmy sobie, ze energia E = 107°]
zostaje przekazana w czasie 1 femtosekundy (lasery femto-
sekundowe) t = 1fs = 1071°s. Moc takiego przekazu ener-
gii wynosi P = E/t = 10'°W (10 GW). Taka moc odpo-
wiada duzej elektrowni, np. Elektrownia Belchatéw ma moc
4 GW i jest najwiekszg elektrownig konwencjonalng w Eu-
ropie (opalang weglem brunatnym). Najwieksze elektrownie
wodne w Brazylii lub USA maja moc okolo 10 GW. Jak
widaé¢, aby mie¢ duzg moc przy malej energii, trzeba jg do-
starczy¢ w bardzo krétkim czasie.

9. Dla gazu doskonatego otrzymujemy

2U 2mU
p(U,V,n) VAR ™ p(mU,mV,mn), (3.25)
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3 3
U(T,mV,mn) = EmnRT = minRT =mU(T,V,n).
(3.26)
Poniewaz energia nie zalezy od objetoéci, to

3 3
U(T,V,n) = 5nRT = ngRT = nu(T), (3.27)

gdzie u(T") jest energia wewnetrzng na mol. Dla gazu van
der Waalsa, korzystajac ze wzoru na energie U = U(T,V,n),
mozemy wyznaczy¢ T = T(U,V,n):

an’? 2
TU,V,n)=(U+ — | —=
w.vo = (U+ %) g
i wstawi¢ do wzoru na cisnienie, p = p(T,V,n), otrzymujac
w wyniku:
2U _ a_n2 n 2an?
3(V—mnb) V2  3V(V—nbd) (3.28)
= p(mU,mV, mn).

p(U,V,n) =

Dla energii dostajemy

3 a(mn)?
T = — T - ———
U(T,mV,mn) 2mnR v
L U(T,V,n)
=m|5n )= ,Vion),
(3.29)
a takze
3 an’? 3 a
(3.30)
gdzie V = nv. Dla gazu fotonéw otrzymujemy
p(U,V,n) = v _mu = p(mU, mV, mn), (3.31)

3V 3mV
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10.

11.

U(T,mV,mn) = ymVT* = myVT* = mU(T,V,n).
(3.32)

Poniewaz U nie zalezy of n, mamy

U(T,V,n) = U(T,V) = Vu(T) = V4T (3.33)

Dla gazu doskonatego V (T, p,n) = nRT/p, wiec wyrazenie
(v
V \ Op T

1 /oV _ nRT 1
v (8_p>Tn Ve p
Dla gazu fotonéw ta wielkos¢ nie jest dobrze okreslona, gdyz
nie mozemy zapisa¢ V (T, p,n). Za to mozemy zapisa¢ V' jako
funkcje U ip, V (U, p), i obliczy¢ pochodng V' po p przy stalej

energii U:
_Lfovy U 1
V\op /)y, 30 »p

Dla gazu van der Waalsa relacja V = V (T, p,n) wymaga-
laby podania pierwiastkéw réwnania trzeciego stopnia, za
to tatwo jest zapisa¢ p = p(T,V,n). Obliczamy dp przy za-
tozeniu, ze n i T sg stale:

jest réwne:

nRT n 2an?
(V — nb)? V3

= |- Jav.

Stad wynika
1oV _ [ nRTV 2an2] !
V\op/)r, (V—=nb)2 V2 '
Dla gazu doskonatego

Lovy _nkR_1
v\er/),, v T
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12.

13.

Dla gazu fotonéw takie wyrazenie nie istnieje, tak samo jak
nie istnieje réwnanie wigzace objeto$¢ z temperaturg i ci-
$nieniem. Za to mozna obliczyé

vy _aR_ 11
vV \oU p’n_pV_3Vp_U'

Dla gazu doskonatego dostajemy

oU 3
<8_T> Vin a §nR

Dla gazu fotonéw dostajemy

oU
— =4VT3
< or > Vin FYV ’

a dla gazu van der Waalsa, dla ktorego ¢, = 3R/2, dosta-

jemy:
ou 3
<8_T> Vin a §nR

Musimy na poczatku zalozyé, ze atmosfera jest w stanie
rownowagi termodynamicznej. Jest to zalozenie nie do kon-
ca prawdziwe, gdyz ani temperatura atmosfery nie jest stala,
ani jej cisnienie, oraz istniejg makroskopowe ruchy powie-
trza. Niemniej dla celéw oszacowania iloéci tlenu jest to za-
tozenie wystarczajaco dobre. Obliczamy objetos$¢, V', zajmo-
wang przez gaz. Jest to objeto$¢ zawarta miedzy sferg o pro-
mieniu R = 6500km i promieniu R + h (h = 10km). Tem-
peratura wynosi T' = 273,15 + 14K, a ci$nienie p = 1 atm.
Obliczmy

4 4
V= §7r(R + h)3 — §7TR3 ~ 4T R?h.
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14.

Liczbe moli gazu otrzymamy z réwnania
pV  101325Pa-4-3,14- (6 x 10%)2 - 10* m3
"TRT T 83Jmol K- (273,15 + 14)K
~ 2 x 10%° mol.

Poniewaz 20% z tego stanowi tlen, wiec no, = 0,2n = 0,4 x
10%° moli. Rocznie ubywa n; = 0,5 x 109 moli tlenu, czyli
gdyby nawet zapasy tlenu nie byly odnawiane, to zniknetyby
z atmosfery dopiero po mniej wiecej no,/n; = 8000 lat.
Oczywiscie, gdyby stezenie tlenu spadto duzo ponizej 20%,
mielibyémy powazne problemy z oddychaniem. Zapewne juz
po kilkuset latach odczuliby$my brak tlenu w atmosferze.

Dane: R = 700000km, T = 6000K, ¢ =3 x 108m/s, a v =
7,56 x 10716 JK=*m~3. Korzystajac ze wzoru, obliczamy
moc na jednostke powierzchni:

_uc ~T?e

44

I

Stad
AT =7,56 x 1070 JK*m 3.3 x 10°ms™" (6 x 10°K)"
~3x 102 Jm2s7h
Calkowita energia wypromieniowywana z calej powierzchni
A = 47 R? wynosi
E=AI=3x10%Jm 257! 7 (7 x 10°m)’
= 4,62 x 103 J/s.

Jest to niewyobrazalnie duza liczba. Na calym $§wiecie zu-
zyto w 2002 roku okolo 5x102° J energii, co oznacza, ze ener-
gia wypromieniowywana przez Storice w ciggu 1 sekundy
starczytaby nam na 46 miliardow lat (gdyby$my oczywiscie
tyle istnieli). Niestety wiadomo, ze za 4 miliardy lat nasze

Storice ,wypali paliwo wodorowe”, nastapi wybuch gwiazdy
(supernowa) i zniszczenie zycia na Ziemi.



Rozdzial 4

Obliczanie zmian energii
wewnetrzne]j

Energia jest wielkosécig zachowana. Na podstawie termodynamiki
Helmholtz sformulowal zasade zachowania energii jako fundamen-
talng zasade, ktora rzadzi sie natura. Jego publikacja na ten temat
pozwolita mu na opuszczenie armii pruskiej, gdzie Helmholtz stu-
zyt jako lekarz, odpracowujac stypendium studenckie otrzymane
od rzadu pruskiego. Dow6dztwo armii doszto do wniosku, ze tak
wybitny czlowiek lepiej przystuzy sie panstwu, pracujac na Uni-
wersytecie, a nie stuzac w armii.

Pierwsza zasada termodynamiki wprowadza energie wewnetrz-
ng jako funkcje stanu. Okreéla takze sposoby zmiany energii we-
wnetrznej. Energia w ukladzie zmienia sie w wyniku przeptywu
ciepla, Q, wykonania pracy, W, lub przeptywu materii, Z:

AU=Up - Uy=Q+ W + Z, (4.1)

gdzie U}, jest energiag wewnetrzng w stanie koicowym, a U, w sta-
nie poczatkowym. Poniewaz energia jest funkcja stanu, to AU =
Uy — U, = U(T, Vi, ni) —U (T}, Vp, np) ma dobrze okreslong war-
tos¢, ktora nie zalezy od tego, w jaki sposéb przeszliSmy od stanu
poczatkowego, okre§lonego przez (1), V, n,), do stanu koncowego,
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okreslonego przez (T}, Vi, ni). Dla przyktadu nasz uklad zwiek-
szyt temperature, T, > T),, i zmniejszyl objetoé¢, Vi, < V. Ta-
kie zmiany mozemy uzyska¢ poprzez §ciskanie adiabatyczne lub
poprzez $ciskanie izotermicznie (w stalej temperaturze) plus pod-
grzewanie izochoryczne (w stalej objetosci). W obu procesach uzy-
skamy to samo AU. W pierwszym przypadku AU = W7, ponie-
waz tylko praca jest wykonywana (przemiana adiabatyczna jest
bez doptywu ciepta), za§ w drugim przypadku AU = Wy~ Q2, bo
mamy przeplyw ciepla i wykonang prace. Poniewaz mozemy zmie-
niaé¢ sposoby dostarczania lub odbierania energii z uktadu, tym
samym ani ciepto, ani praca, ani energia zwigzana z przeplywem
materii nie sg wielkosciami zachowanymi i funkcjami stanu. Jest
to jeden z wiekszych probleméw w termodynamice, bo chcemy
znaé cieplo i prace, a mierzymy zmiane energii.

Pojecia pracy i ciepta pojawily sie w nauce przed energia
i entalpig. Potem ustalono pewne modelowe procesy, w ktérych
zmiana energii wewnetrznej jest tylko zwigzana z cieptem,

AU = Q,
oraz, gdy tylko praca jest wykonywana,
AU =W.

W ten sposéb w termodynamice nauczyliémy sie okresla¢, jak mie-
rzy¢ ciepto i prace w pewnych procesach.

Procesy, w trakcie ktorych cisnienie zewnetrzne, p,, dziatajace
na cialo jest dobrze okreslone, pozwalajg obliczy¢ prace wykonang
przy infinitezymalnej zmianie objetoéci ciata. Wtedy praca jest
dana przez

We = —p.dV. (4.2)

Uwaga, znak minus jest zwigzany z faktem, ze W,; opisuje zmiany
energii, AU; gdy uktad wykonuje prace kosztem U, to dV > 0,
a wtedy AU < 0. Poniewaz dV jest infinitezymalnie male, to Wy;
oznacza elementarng (infinitezymalnie mata) prace. Sumowanie
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takich elementarnych prac pozwala obliczy¢ prace catkowitg. Gdy
p. jest stalte, wtedy otrzymujemy:

k
W=> Wa=—p.(Vk = V,) = —p.AV.
p

Jezeli stan koricowy (k) jest osiagniety ze stanu poczatkowego
(p) tak, ze uktad przechodzi tylko przez stany roéwnowagi poto-
zone blisko siebie (proces odwracalny), wtedy mozemy tatwo obli-
cza¢ zmiany wielkosci termodynamicznych. Pomiedzy stanem (k)
a stanem (p) mamy ciag stan6w réwnowagi infinitezymalnie bli-
sko siebie; np. objetos¢ dla tych stanow: V), Vi, Vo, V3, ...,V jest
taka, ze V; — V;_1 = dV. Pytanie: jaka praca zostanie wykonana,
gdy przejdziemy miedzy tymi stanami przy zalozeniu, ze ci§nienie
zewnetrzne, p,, jest zawsze takie samo jak cisnienie w ukladzie,
p = p,? ROwno$¢ cidnieni jest warunkiem réwnowagi mechanicznej
w uktadzie. Wstawiajac te zalezno$¢ do rownania (4.2), otrzymu-
Jjemy
Wel = —pdV (4.3)

oraz

k Vi
W= Wa=-[ pav, (4.4)
Vi
P p

przy czym p nalezy zapisa¢ jako funkcje stanu p(7,V,n) albo
p(U,V,n), aby moc wykona¢ catke (sume infinitezymalnych przy-
rostow, Wy;), poniewaz konstrukcja zaklada przejécie przez ciag
stanéw réwnowagi.

W przypadku ciepta sprawa jest takze prosta. Mamy stalg
objetosé i zwiekszamy temperature. Wtedy

Qel = ncvdT' (45)

Poniewaz dU = Qg;, gdy V = const, wiec

a—U = nc
oT V,n_ v
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gdzie ¢, jest molowym cieplem wtasciwym przy stalej objeto-
§ci (jednostka J/(molK)). Dla jednoatomowego gazu doskonale-
go wyznaczono ¢, = 3R/2, niezaleznie od temperatury. Jednak
w wiekszosci uktadéw rzeczywistych ¢, jest w ogdlnosci funkcja
temperatury. Pojemnosé cieplna (wielko§é ekstensywna), jak i cie-
plo wtasciwe na mol, czy na jednostke masy, nie sg na ogé6t funk-
cjami stanu, podobnie jak ciepto nie jest funkcjg stanu. Niemniej
ciepto wlasciwe przy stalej objetosci lub ciepto wlasciwe przy sta-
tym ci$nieniu sg funkcjami stanu. Zastanéwmy sie od czego zalezy
¢y. Stan uktadu okre§lamy przez T, V i n . Poniewaz c, jest to
wielko§¢ intensywna, czyli nie zalezy od rozmiaréw uktadu, wiec
co(T,V,n) = ¢,(T,v). Jesli V/n jest stale, to pozostaje tylko za-
leznosé od temperatury, ¢, (7). Jesli dla uktadu w statej objetosci
i 0 znanej liczbie moli n, mamy wyznaczone ciepto wlasciwe ¢, (7')
jako funkcje temperatury, to przy podgrzaniu uktadu od tempe-
ratury 7, do temperatury 7}, energia wewnetrzna zmieni sie o

Ty
AU =Q = ney, (T)dT
Tp

i tyle samo ciepla zostanie dostarczone do uktadu. Uwaga: cal-
kowanie oznacza, ze przechodzimy przez cigg standéw réwnowagi
o temperaturach T, T1,T5,15,...,T} takich, ze T; — T;_1 = dT'
(temperatury kolejnych stanéw roznia sie infinitezymalnie). Po-
dobnie jak w poprzednim przykladzie z pracg, tu takze wyko-
rzystujemy proces odwracalny do obliczenia zmian energii we-
wnetrznej. Dzieki konstrukcji procesu odwracalnego jako ciagu
stanow réwnowagi infinitezymalnie bliskich siebie, mozemy tatwo
obliczy¢ zmiany wielkosci termodynamicznych, gdyz w kazdym
punkcie procesu wszystkie wielkoéci termodynamiczne sg dobrze
okreslone.

Podsumowujgc: kluczows informacjg dla obliczania ciepta do-
starczonego lub odebranego z uktadu jest funkcja ¢, (7") oraz tem-
peratury T}, i T),. Aby liczy¢ prace, nalezy znac ciénienie zewnetrz-
ne w trakcie procesu, p., oraz zmiany objetosci Vi i V). Nalezy
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pamietaé, ze energia jest ekstensywna. Réwniez przy rozwiazy-
waniu zadai nalezy pamietaé, ze rownowaga termodynamiczna
wymaga, by ci$nienia oraz temperatury uktadéw w réwnowadze
byly rowne. Wreszcie nalezy umiejetnie postugiwac sie réwnaniem
stanu U(T,V,n). Jesli znamy réwnanie stanu i koricowe tempe-
ratury, objetodci oraz liczbe moli, to zawsze latwo znajdziemy
zmiang energii, AU = Q + W = U(Ty, Vi, i) — U(Tp, Vp,np),
co czesto pomaga przy obliczaniu @, gdy znamy W, lub W, gdy
znamy Q).

4.1 Zadania

1. Jeden mol jednoatomowego gazu doskonatego jest utrzymy-
wany pod stalym ciénieniem 1 bar. Ile ciepla trzeba dostar-
czy¢ do uktadu, aby zwiekszy¢ jego objetosé z 201 do 5017

2. 5 moli gazu doskonalego ulega ekspansji przeciwko staltemu
ci$nieniu zewnetrznemu 1atm. Ci$nienie poczatkowe gazu
wynosi 2atm, temperatura poczatkowa 25°C, a tempera-
tura koricowa 20 °C. Jaka praca zostala wykonana? Ile wy-
nosi zmiana energii wewnetrznej? Ile ciepta przeptyneto z
otoczenia do ukladu?

3. Oblicz prace wykonang przez n moli gazu doskonalego, gdy
na poczatku i na koricu mamy ustalong temperature, T,
a ci$nienie zmienia sie od p; do ps. Proces jest odwracalny.

4. Uktad (jednoatomowy gaz doskonaly) utrzymywany w sta-
tej temperaturze 0°C (w stanie rownowagi termodynamicz-
nej) jest przedzielony ruchomym ttokiem na dwa poduktady
0 objetosciach 101 i 21. W pierwszym podukladzie mamy
n = 10 moli gazu. Zwiekszamy objetos¢ naczynia dwukrot-
nie w spos6b odwracalny. Oblicz zmiane energii wewnetrznej
kazdego podukladu oraz wykonang prace w kazdym podu-
ktadzie? Jakie ciepto doplyneto do catego naczynia? Stala
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gazowa jest rowna 8,3 J/(mol K).

. Mamy trzy komory z gazem doskonalym przedzielone dwo-

ma ruchomymi tlokami. Objetosci poczatkowe komoér wy-
nosza: Vip, Vap, V3p. Cisnienie wynosi p, w kazdej z komor,
a temperatura 7, (réwno$¢ temperatur i ci$nien to waru-
nek rownowagi termodynamicznej). Zmieniliémy tempera-
ture do Tj. Oblicz zmiane energii wewnetrznej w kazdej
z komér. Oblicz zmiane objetosci kazdej z komoér. Oblicz
ciepto dostarczone do uktadu i wykonang prace. Catkowita
objetosé jest stala.

. Mamy trzy uklady o objetodciach: 11, 511 101, potaczone

ruchomymi éciankami i utrzymywane pod statym cinieniem
p = latm. Uklady sg w réwnowadze w staltej temperaturze
0°C. Zmieniamy temperature tak, ze Scianki zostaja prze-
suniete w spos6b odwracalny. Koticowa objetosé pierwszego
uktadu wynosi 41. Wiedzac, ze pozostale uktady sa w stanie
rownowagi z pierwszym ukladem, oblicz jaka praca zostala
wykonana i jaka byla zmiana energii wewnetrznej. Stata ga-
zowa jest rowna 8,3 J/(mol K).

. Jeden mol gazu doskonatego zostat poddany nastepujacym

przemianom: izochorycznemu (w staltej objetosci) zwieksza-
niu ci$nienia od p; do po, nastepnie izobarycznemu roz-
prezaniu od objetosci Vi do objetosci Va, izochorycznemu
zmniejszaniu ci$nienia od ps do p; i na koricu izobarycz-
nemu sprezaniu od V5 do Vj. Jaka praca zostata wykonana
w calym procesie i w kazdym etapie procesu? O ile zmie-
nila sie energia wewnetrzna w kazdym etapie procesu i w
calym procesie? Ile ciepta doptyneto do uktadu w kazdym
etapie procesu i w calym procesie? Prosze zauwazy¢, ze stan
konicowy caltego procesu jest taki sam jak stan poczatkowy.

. Gaz spelniajacy réwnanie stanu van der Waalsa:

p=nRT/(V —nb) —an?/V?
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10.

11.

12.

13.

oraz

U =3nRT/2 — an?)V,

gdzie a i b s3 dodatnimi stalymi, n jest liczbg moli, V jest
objetoscig, p jest cinieniem, a U energig wewnetrzng, roz-
preza sie adiabatycznie przeciwko ci$nieniu zewnetrznemu
p- = 0 od poczatkowej objetoéci V' = V), do objetosci kon-
cowej V), = oco. Liczba moli jest stata i wynosi ng. Jaks prace
wykona gaz? Ile ciepta przeptynie do uktadu? Jaka bedzie
zmiana energii wewnetrznej? Czy i jaka bedzie zmiana tem-
peratury, AT?

. 1mol gazu doskonalego rozpreza sie adiabatycznie przeciw-

ko statemu ciénieniu p,. Zmiana temperatury wynosi AT.
Oblicz prace i zmiane objetosci.

Gaz doskonaly w ilodci n moli rozprezyt sie adiabatycznie
w procesie odwracalnym. Temperatura poczatkowa wyno-
sita T,. Temperatura zmniejszyta si¢ 4-krotnie w tym pro-
cesie. Oblicz prace i zmiane objetosci.

Oblicz jakie ci$nienie osiggnie gaz doskonaty na koricu pro-
cesu odwracalnego rozprezania adiabatycznego, jesli ci$nie-
nie poczatkowe p = 1bar, objeto$¢ poczatkowa V, = 500
cm?, a koicowa Vj, = 2000 cm?®. Znajdz réwnanie wigzace
ci$nienie i objeto$¢ w stanach termodynamicznych odpowia-
dajacych odwracalnemu procesowi adiabatycznemu.

Obliczy¢ zmiane energii wewnetrznej przy przemianie jed-
nego mola HyO w pare wodng pod ci$nieniem 1 atm. Ciepto
parowania wynosi 40670 J/mol. Objetos¢ 1 mola pary wod-
nej wynosi 22,41.

Reakcje powstawania 2 moli amoniaku z trzech moli wodoru
i jednego mola azotu zapisujemy nastepujaco:

Ns + 3Hy; — 2NH3.
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14.

15.

16.

17.

Oblicz zmiane energii wewnetrznej w tej reakcji, jezeli wia-
domo, ze w procesie wydzielito sie Q = —92kJ, a reakcja
przebiegata pod stalym zewnetrznym ci$nieniem p = 1 atm.
Potraktuj wszystkie gazy jak gazy doskonale w celu obli-
czenia wykonanej pracy. Temperatura na poczatku i koricu
wynosi 298 K.

Dwa izolowane uktady, (1) i (2), o catkowitej energii U} +
U® = 30kJ laczymy écianks diatermiczng. Energia we-
wnetrzna ukltadu (1) wynosi:

U(l)(T, Vin) = gnRT,
a uktadu (2):
U(T,V,n) = gnRT.

Jaka bedzie koncowa temperatura i konicowe energie po po-
taczeniu? Liczba moli w naczyniach wynosi n® =2in®
3.

Dwa uklady sg izolowane od otoczenia. W kazdym znajduje
sie gaz fotonéw o energii U(V,T) = aVT*. Temperatura
poczatkowa w jednym naczyniu wynosi 77, a w drugim 75.
Objetos¢é w obu naczyniach jest taka sama i wynosi V. Na-
czynia taczymy $ciankg diatermiczna. Jaka bedzie koricowa
temperatura?

Blok metalu o masie 1kg ogrzano do temperatury 400K
i wrzucono do 0,3kg wody. Temperatura wody wzrosta z
294 K do 300 K. Obliczy¢ stosunek cieplta wlasciwego (na kg)
wody i metalu, zaktadajac, ze nie zalezg one od temperatury.
Na podstawie wynikéw zadania zastanow sie, jakie wlasnosci
materialu decyduja o tym, czy jest to dobry material do
chtodzenia (odbierania ciepta)?

U= ATV3 dla n = 4 mole (A = 10J/(Kcm?)). Wypisaé

réwnanie na energie wewnetrzng dla dowolnego n.
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18.

19.

20.

21.

22.

U=aVT*dlan =2moleia=10J/(K*cm?3). Wypisz U
dla dowolnego n.

Przez spirale oporowa podlaczona do zasilania 12V prze-
plynat prad 1 A w czasie 3000s. W oporniku cala praca sit
elektrycznych zostala zamieniona na ciepto i poshuzyta do
podgrzania substancji o 5,5 K. Jaka jest pojemnos¢ cieplna
tej substancji?

Wirialne réwnanie stanu dla n moli substancji jest dane
przez:

pV/nRT =1+ nB/V.

Oblicz prace wykonang przez gaz w trakcie rozprezania izo-
termicznego (odwracalnego) i poréwnaj z praca, jaka wy-
konaltby gaz doskonaly w tej samej temperaturze. B jest
funkcja temperatury: dodatnig w wysokich temperaturach
i ujemng w niskich.

Roéwnanie stanu gazu van der Waalsa jest nastepujace:
p=nRT/(V —nb) —an?/V?.

Oblicz prace w odwracalnym procesie izotermicznym i po-
réwnaj z praca gazu doskonalego. Jak a i b wplywaja na
ci$nienie i na prace: zwiekszajg je w poréwnaniu z gazem
doskonalym, czy zmniejszaja? Rozwini 1/(V — nb) w szereg
Taylora wokét b = 0 i poréwnaj z wirialnym réwnaniem
stanu z poprzedniego zadania.

Molowa pojemno$é cieplna dana jest réwnaniem
oy = A,

gdzie A jest stale. Oblicz zmiane energii wewnetrznej przy
ogrzaniu 1 mola substancji od 7T}, do T}.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

Molowa pojemnos$é cieplna zmienia sie jak
¢y, = A+ BT,

gdzie A i B sg stale. Oblicz zmiane energii wewnetrznej przy
ogrzaniu 1 mola substancji od T}, do Tj.

Molowa pojemno$¢ cieplna zmienia si¢ jak
¢y =A+ BT —CT2,

gdzie A, B i C sg state. Oblicz zmiane energii wewnetrznej
przy ogrzaniu 1 mola substancji od 7}, do Tj.

Pojemno$é cieplna na jednostke objetosci dla gazu fotonéw
zmienia sie jak
Cy = 4’yT3,

gdzie ~ jest stale. Oblicz zmiane energii wewnetrznej przy
ogrzaniu objetosci V' gazu fotonéw od 7, do Tj,.

W zbiorniku o objetosci V' jest dwuatomowy gaz o cignieniu
pp 1 temperaturze 7). Oblicz ile ciepta mozna dostarczy¢ do
zbiornika bez ryzyka jego uszkodzenia, je§li wytrzymalosé
§cianek zbiornika wynosi pi. Podstaw liczby: V' = 241, p, =
latm, T}, = 298 K, p; = 100 atm. Jezeli mamy w butli wodor
H,, to uszkodzenie butli moze mieé tragiczne nastepstwa,
gdyz reakcja Ho + %02 — H50O jest wybuchowa, tj. zachodzi
bardzo szybko z wydzieleniem duzej ilosci ciepta.

W naczyniu o stalej objetosci mamy gaz doskonaly jedno-
atomowy w stalej temperaturze 7T'. Z naczynia wypusciliSmy
An moli gazu. Oblicz zmiane energii wewnetrznej.

W naczyniu pod stalym ciénieniem mamy gaz doskonaty
jednoatomowy w stalej temperaturze T'. Z naczynia wypu-
Scilismy An moli gazu. Oblicz zmiane energii wewnetrzne;j,
wykonang prace oraz ciepto dostarczone do uktadu lub ode-
brane z uktadu.
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4.2 Rozwigzania

1. Schemat rozwiazania zadania wyglada nastepujaco: AU ta-
two obliczy¢ ze znajomosci temperatur w stanie poczatko-
wym i w stanie koiicowym. Znajac ci$nienie zewnetrzne, mo-
zemy obliczy¢ prace W. Z zasady zachowania energii (czyli
I zasady termodynamiki) obliczymy ciepto, Q@ = AU — W.

Stan poczgtkowy gazu: p, = p = lbar, n, = n = 1mol,

Vp, =201
Stan koncowy gazu: pp = p = 1lbar, npy =n = 1lmol, V;, =
501.

Korzystajac z rownania stanu gazu doskonalego, ktore jest
spelnione w stanie réwnowagi, otrzymujemy temperature

poczatkowa:
_ PV
P npR
oraz koricowa;
eV
T, = ——.
k ’I’LkR

Poniewaz U = 3nRT/2, to
3 3

Ciénienie zewnetrzne byto state i wynosito p,, czyli praca
wykonana pod stalym ci$nieniem wyniosta

W = —pz(Vk — V},)
Korzystajac z I zasady termodynamiki, dostajemy ciepto Q:
5
Q=AU-W = §pZ(Vk - V).

Znajdujemy Q = 2,5 x 10° Nm™!-30 x 1073 m? = 7500J.
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2. Zadanie rozwigzujemy podobnie jak poprzednie. Stan po-

czatkowy: T, = (25 +273,15) K = 298,15K, np, =n =5
moli, p, = 2atm, V,, = nRT,/p, oraz U, = (3/2)nRT,. Nie
obliczamy wartosci V), i U, poniewaz, jak si¢ pézniej okaze,
nie bedzie to konieczne.

Stan konicowy: Tj, = (20 +273,15) K = 293,15K, n, =n =
5 moli, pr = p = latm (uktad dochodzi do stanu réwnowagi

i musi mieé¢ takie samo ci$nienie jak ci$nienie zewnetrzne),

Vk = nRTk/pk oraz Uk = 3nRTk.
T. 1T,
W =—p(Vi = V) = —pnR (— - —p> ;
Pk Pp
a poniewaz p = pg, to
T
W= —nR< - Lp) ~ —6287 .
Dp
Praca ma znak minus, co oznacza, ze uktad wykonal prace
nad otoczeniem, zmniejszajac swojg energie wewnetrzna:

3
AU = SnR(T; — T,) ~ —311.

Energia wewnetrzna troche sie zmniejszyta. Ciepto @) =
AU — W = =311J + 6287J = 5976J ma znak dodatni,
co oznacza, ze cieplo przeptyneto z otoczenia do uktadu.

. Stan poczatkowy: T}, = T, pp = p1, np =n, Vp, = nRTy/p1.

Stan koricowy: Ty = Ty, pr = p2, ni = n, Vi = nRTy/ps.

AU = 0, poniewaz gaz jest doskonaly, a temperatura sie
nie zmienia. Obliczenie pracy zgodnie z definicjg polega na
zsumowaniu malych przyrostéw,

Wy = —pdV, (4.6)
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przy czym ci$nienie zmienia sie w trakcie procesu, bo gdy
przechodzimy przez kolejne stany réwnowagi, zmieniajac ob-
jetod¢ V, to ciénienie

tez musi sie zmienia¢. Caltkujac (4.6), mamy

Vi Vi T
W:—/ pdV:—/ nET0 Gy~ RTyn YE
v, v, V Vp

= —nRIyln P .
P2

4. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, nasz uktad przecho-
dzi przez ciag stanéw réwnowagi przy podwajaniu objetosci
w stalej temperaturze (Rys. 4.1).

Stan poczatkowy poduktadu (1): T, = T = 273,15K,
Vip = 101, ny, = 10 moli, a poduktadu (2): Tp, = T =
273,15K, Vo, = 21. Znajac poczatkowsg liczbe moli w pierw-
szym poduktadzie, wyznaczamy liczbe moli w drugim z wa-
runku réwnowagi. Z réwnania stanu pV = nR1 oraz z roéw-
noéci ciénien i temperatur w podukladach mamy

mp _ Np
le ‘/2;0
o
273,15K
stan poczatkowy
201 41 |
273 15K p/2

stan koricowy

Rysunek 4.1: Podwoiliémy w stalej temperaturze objeto$é naczynia. Tym
samym ci$nienie zmniejszylo sie dwukrotnie.
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Stad otrzymujemy ng, = 2mole. Poniewaz zwigkszyliSmy
dwukrotnie objetosé catosci, to stan koricowy poduktadu
(1): Ty, = T = 273,15K, Vi, = 2V3, = 201, a podu-
ktadu (2): Top, = T = 273,15K, Vo, = 2V, = 41. Z po-
przedniego zadania bierzemy wzor na prace. Praca wyko-
nana przez pierwszy poduktad,

1%
Wy = —n RTIn —% — _ 157157,
Vip

a przez drugi poduktad,

W2 = —HQRT In @ = —31431].
Vap
Poniewaz mamy do czynienia z gazem doskonalym w stalej
temperaturze, to AU = 0 zaréwno dla calego uktadu, jak
i dla kazdego z poduktadéw z osobna. Z I zasady termody-
namiki wynika, ze AU = W +@Q = 0. Stad calkowite ciepto,
ktore doptyneto do uktadu, wyniesie

. Stan poczatkowy (Rys. 4.2): Vi, = Vi, Vo, = Vi, V3, = V3,

Pip = P2p = P3p = Pp (warunek réwnowagi mechanicz-
nej) oraz Ty, = To, = T3, = T, (warunek réwnowagi ter-
micznej). Korzystajac z rownania stanu, dostaniemy liczbe
moli w kazdej komorze: ny = p,Vi/RT,, na = p,Va/RT),,
n3 = ppV3/RT),. Liczba moli nie zmienia si¢ w procesie.
Gestog¢é molowa jest taka sama w kazdej komorze:

n n2 n3g  Pp

—=—==_—"= . 4.7
Vi Vo Vi RT, (+7)
Poniewaz catkowita objetos¢ jest stata, V = Vi + V54 V3, to
zwiekszenie objetosci ktorejkolwiek z komér musi oznaczaé
zmniejszenie objetosci jakiej§ innej komory. Poniewaz jed-
nak w stanie koicowym musimy mieé¢ te same temperatury
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i te same cis$nienia, a liczba moli sie nie zmienia, wiec nie
moze sie zmieni¢ objeto$¢ zadnej z komor, gdyz

N

RT, RT}
Stan koflcowy: le = Tgk = Tgk = Tk, Vlk: = Vl, ng = VQ
i V3 = V3. Poniewaz zmiana objetosci w kazdej z komér jest
zero, AVy = AV, = AV3 = 0, to réwniez i praca W = 0,
a zmiana energii wewnetrznej wynosi:

_ 3ppV1

3
AU, = = T, — T, T. — T,
3 3ppVa
3 3ppVs3
Us = GnaR(Ty = Ty) = 2 (T = T,)
stan poczatkowy

|41 Va V3

Pp Pp Pp

Ty Ty Ty

1% Va V3

Pk Pk Pk

Tk Tk; Tk

stan koricowy

Rysunek 4.2: Podnieéliémy temperature trzech naczyn. Poniewaz ciénie-
nia i temperatury musza by¢ réwne w kazdym naczyniu w stanie réwnowagi
(poczatkowym i koricowym), tym samym podniesienie temperatury nie spo-
woduje zmiany objetosci, a tylko zmieni ci§nienie koricowe w ukladzie.
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Cieplo calkowite, zgodnie z I zasadg termodynamiki, jest
rowne:

3pp(Vi + Vo + V)
2RT,

Q = AU + AUz + AUz = (T, — Tp) .
Jak wida¢ w zadaniu nie miato znaczenia, czy podgrzewamy
rozdzielone poduktady o objetoéciach Vi, Vi, V3, czy tez
jeden uktad o objetosci Vi 4+ Vo + Vs.

. Mamy nastepujace objetosci poczatkowe (Rys. 4.3): Vi, =

1073 m?, Vo, = 0,005m? oraz Vi, = 1072 m3. Znajac ci-
$nienie (z rownowagi mechanicznej), pi, = pap = pP3p =D =
latm oraz temperature (z réwnowagi termicznej), T, =
Ty, = T3, =T = 273,15K, mozemy obliczy¢ n = pV/RT,
czyli liczbe moli w kazdym uktadzie. Znajdujemy:

ny = 101325 x 1073 /(8,3 - 273, 15) mol ~ 0,045 mol,
ny = 101325 x 0.005/(8, 3 - 273, 15) mol ~ 0, 22 mol.

stan poczatkowy

11 51 10! [

T, =T, = 273,15 K

4] Vor =7 Vapy =7 [

stan koncowy

Rysunek 4.3: Zwiekszajac objetosé kazdego z uktadow 1, 2, 3, wykonujemy
prace W = W7 + W5 + W3. Aby obliczy¢ te prace, musimy ustali¢ koricowe
objetosci kazdego z trzech ukladow.
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n3 = 101325 x 0.01/(8, 3 - 273, 15) mol ~ 0, 45 mol.

Liczba moli nie zmienia sie w procesie i jest taka sama w po-
czatkowym i w koicowym stanie réwnowagi.

W stanie konicowym temperatura jest taka sama jak w po-
czatkowym i wynosi T' = 273, 15 K. Cignienie koricowe wyli-
czamy z danych dla pierwszego ukladu. Poniewaz nie zmie-
nita sie temperatura ani liczba moli, a objetos¢ wzrosta 4-
krotnie z 1 litra do 4 litréow, to ciSnienie zmalato 4-krotnie
do wartosci pr = 0,25atm. Tym samym objetosci pozosta-
tych uktadéw wzrosty 4-krotnie zgodnie z réwnaniem stanu
gazu doskonatego i réwnoécig cisnien. W stanie konicowym
mamy: Vi /Vip = Vo /Vap = Vi / V3, = 4. Prace obliczamy
dla kazdego uktadu osobno, a nastepnie dodajemy. Catkujac
(4.6), mamy dla i=1,2,3:

Vi

wp

WZ' = —niRT In

Calkowita praca wynosi
W =W; +Wy+ W3 =—(n1+no+ng)RTInd ~ 2247 J.

Poniewaz temperatura jest stata, a gaz jest doskonaly, to
zmiana energii wewnetrznej AU = 0.

7. W pierwszym etapie objetosé jest stata, rowna V; (Rys. 4.4).
Stad wynika, ze praca

Wi =0.

Energia zmienia sie, poniewaz ciénienie moze si¢ zmienié
o Ap = ps — p1 tylko wtedy, gdy temperatura zmieni sie
o ATy = (p2 — p1)V/R = VAp/R, wiec

3 3
AUy = §RAT1 = §V1(p2 —p1).
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pA
izobaryczny
L e >
P2 2 2
N N
(&) )
= =
~ ~
S S}
< g
() [
o) S
N SRS R N
izobaryczny
| |
Vi Vo V

Rysunek 4.4: Cykl izochoryczno-izobaryczny. Z definicji stan koticowy cy-
klu odpowiada stanowi poczatkowemu. Strzatki wskazuja kierunki procesow.
Poniewaz procesy sg odwracalne, w kazdej chwili procesu jego parametry in-
tensywne (np. temperatura) i ekstensywne (np. objetosé) sg dobrze okreslone
i moga by¢ przedstawione jako punkt na wykresie. W przypadku procesu
nieodwracalnego nie byloby to mozliwe.

Cieplo jest réwne

3
Q1 =AU, = §V1(p2 —p1)

zgodnie z [ zasada termodynamiki.

W drugim etapie cisnienie jest state i wynosi po. Praca wy-
nosi:

Wy = —pa(Va — W1).
Zmiana energii wewnetrznej wynosi

3 3
AUy = §RAT2 = §p2(V2 - W),

a cieplo jest rowne
9
Q2 =AUy — Wy = §p2(V2 - W).

W trzecim etapie objetosé jest stala i wynosi Vs. Liczymy
jak w pierwszym etapie i otrzymujemy:

W3 =0,
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3 3
AU; = §RAT3 = §V2(pl — p2),

3
Q3 =AUz = 5‘/2(291 — p2).

W czwartym etapie liczymy podobnie jak w drugim etapie,
gdyz ci$nienie jest stale i wynosi p1, wiec

Wy=—p1(Vi = Va).
Zmiana energii wewnetrznej jest rowna
A@:%RNQZ;MW—%%
a ciepto jest rowne
Qu= AUL — Wi = 2pi (Vi ~ Va).
Sumarycznie zmiana energii wewnetrznej to
AU =Uy, — U, = AU + AU + AU3 + AU, = 0,

poniewaz stan konicowy jest taki sam jak poczatkowy, czyli:
Ui, = U,. Calkowita praca wyniesie:

W =W+ Wa+ W3+ Wy=—(p1 —p2)(Vi — Va).
Stad dostajemy ciepto
Q=AU —-W = (p1 —p2)(V1 — Va).

8. Poniewaz gaz rozprezal sie przeciwko p, = 0 to zadna praca
nie zostata wykonana, gdyz z definicji W = —p, AV = 0.
Poniewaz uklad byt izolowany termicznie (proces adiaba-
tyczny), to i ciepto @ = 0. Stad zmiana energii ciata AU =
Q + W = 0. Aby obliczy¢ zmiane temperatury, korzystamy
ze zwigzku

AU =U; — U, =0,
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10.

a stad (dla gazu van der Waalsa):

3 an? 3 an?
U, k B no R k Vk B noR D Vp U, D

i poniewaz Vi = 00, to z powyzszej rownosci dostajemy

2ang

p

Temperatura maleje, gdy gaz van der Waalsa si¢ rozsze-
rza, nawet jesli nie wykonuje zadnej pracy. Dlaczego? Odpo-
wiedz znajdziecie, analizujac ruch czastki w polu sit przycia-
gajacych. Oddzialywanie przyciggajace wyhamowuje cza-
steczki, ktore sie od siebie oddalajg. Poniewaz maleje pred-
kos¢ czasteczek, to maleje réwniez ich temperatura, ktora
jest wprost proporcjonalna do energii kinetycznej czaste-
czek.

. Praca wykonana przeciwko stalemu cignieniu zewnetrznemu

p, wynosi W = —p, AV, za§ Q = 0; stad zmiana energii
wyniesie AU = W = —p,AV. Poniewaz gaz jest doskonaly,
to z rownania stanu wynika, ze AU = 3RAT /2. Por6wnujac
oba wyrazenia na AU, dostajemy zmiane objetosci

AV — 3RAT
2p.
1 prace
W = ;RAT.

Stan poczatkowy: n moli gazu w objetosci V = V,, =7 o tem-
peraturze T' = T),, a stan koficowy: n moli gazu w objetosci
V =V, =71 temperaturze T = T;. Wiadomo, ze w sta-
nie koncowym mamy 4 razy nizszg temperature, 7,/T}, = 4.
Wiemy tez, ze ciepto nie doptyneto do uktadu (Q = 0), wiec
AU =W.
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Aby dalej rozwigzywaé zadanie, musimy wykorzysta¢ fakt,
ze proces jest odwracalny. Poniewaz proces jest odwracalny,
to uklad przechodzi przez ciag stanéw réwnowagi, ktére sg
infinitezymalnie blisko siebie. Korzystajac z tej obserwacji
i z I zasady termodynamiki, mozemy zapisa¢, ze w kazdym
punkcie procesu mamy infinitezymalne przyrosty energii,
dU, powigzane z elementarng pracg, Wy;:

dU = Qe; + Wep = Wy

Proces jest adiabatyczny i stad Q¢ = 0. Z definicji pracy
elementarnej, W, = —pdV, i z réwnania stanu gazu dosko-
natego, dU = —3RndT'/2, otrzymujemy

ganT = —pdV.

Poniewaz gaz przechodzi przez ciagg stanéw réwnowagi, to
ci$nienie p(T,V,n) = nRT/V , skad

3 nRT

Dzielgc stronami przez T' i catkujac od stanu poczatkowego
do kornicowego, dostajemy

[
n, 2T v, V'

skad po scatkowaniu

§lnE ——lnE
2 T,) V)’

W konicu otrzymujemy

B-@ e
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11.

Wyliczamy stad objetos¢ koncowa: poniewaz T),/T) = 4, to
Vi/Vp = 8. W tym procesie objeto§¢ wzrosta 8-mio krotnie.

Prace wykonang obliczamy, korzystajac z zaleznosci (4.8)
dla dowolnego T'i V:

Vi Ve nRT
W=— / pdV = — / gy
v, v, V

__/Vk nRT, (V, 2/3dV
b, VoV ’

skad po scatkowaniu
2/3
(%)
Vi

Jak nalezy rozumie¢ zaleznosé temperatury od objetosci w
zwigzku (4.8)7 Ot6z roéwnanie pV = nRT jest spelione
dla gazu doskonalego w kazdym stanie termodynamicznym.
Natomiast zwiazek (4.8) stosuje sie tylko do pewnego ciagu
stanéw réwnowagi, przez ktéry przechodzi uktad w odwra-
calnym procesie adiabatycznego rozprezania.

9

3
W = —§nRTp = —gnRTp.

Korzystamy z wynikéw poprzedniego zadania. Wstawiajac
rownanie gazu doskonatego pV/nR = T do réwnosci (4.8),

otrzymujemy
<pkvk>3/2 _ (@)1

PpVp Vp ’
skad po prostych przeksztatceniach dostajemy:

()= ()"

Pp Vi

Podstawiajac dane: V), = 500 cm?, pp = lbar oraz V, =
2000 cm?, otrzymujemy pj ~ 0, 1 bar.
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parowanie pod stalym ci§nieniem

Pz
e o ©
® o ® o
o L0 o
Pz e %o,
535‘%':'.0.: o w0
stan poczatkowy stan koricowy

Rysunek 4.5: Parowanie cieczy pod ciénieniem p.. Po dostarczeniu do cie-
czy ciepla ) nastepuje proces parowania. Czasteczki odrywaja sie od po-
wierzchni rozdzielajacej ciecz od pary. Opuszczajac ciecz, muszy wykonaé
prace W. Przyrost energii wewnetrznej w procesie parowania jest zwigzany
ze zwigkszeniem $redniej odleglosci miedzy czasteczkami, a tym samym, ze
zmniejszeniem przyciggania miedzy nimi.

12. W stanie poczatkowym woda zajmuje objetos¢ (Rys. 4.5)
18 cm? (gestosé wody wynosi okoto 1g/cm?, a masa 1 mola
to 18 g). Ciénienie poczatkowe wynosi p, = 1atm. W stanie
konicowym para wodna zajmuje objetogé Vi, = 22400 cm?.
Cignienie konicowe wynosi p, = 1atm. Aby 1 mol wody prze-
szedl w stan pary, nalezy do uktadu dostarczyé ciepto Q) =
40670J. Oproécz tego woda parujac, musi wykonaé¢ prace
przeciwko ci$nieniu zewnetrznemu p, = latm. Z I zasady
termodynamiki obliczamy AU:

AU=Q+W =Q —p:(Vk — Vp),
skad

AU = 40670J — 101325 N/m? (22400 — 18) x 1075 m?
~ 38402 J.

Jak widaé, praca jest duzo mniejsza od dostarczonego cie-
pla.
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p, = latm
Ny 4 3Hy p, = latm
2NH;
stan poczatkowy stan koncowy
Q = —92kJ

Rysunek 4.6: Reakcja chemiczna zachodzi pod ciénieniem p. = 1atm.
W wyniku reakcji No + 3Ho — 2NHs3 wydziela si¢ 92kJ ciepta. Poniewaz
w wyniku reakcji maleje liczba moli w ukladzie (przy stalym ci$nieniu i tem-
peraturze), to prowadzi ona do zmniejszenia objetosci.

13. Cieplo, ktore wydziela sie w tej reakcji, pochodzi z wigzan

chemicznych. Zrywamy potréjne wigzanie miedzy atomami
azotu oraz trzy pojedyncze wigzania miedzy atomami wo-
doru. W tym procesie musimy dostarczy¢ energie do uktadu.
Nastepnie tworzymy 6 wigzan pojedynczych miedzy ato-
mem azotu i wodoru. W tym procesie wydziela sie energia.
To czy dana reakcja jest egzotermiczna, czy endotermiczna
zalezy od bilansu energii zwigzanej z pochtanianiem energii,
gdy zrywamy wigzania w substratach, i wydzieleniem ener-
gii, gdy tworzymy wigzania w produktach. Bilans konicowy
(Rys. 4.6) to wydzielone 92kJ ciepta przy powstaniu 2 moli
amoniaku (Q = —92kJ). Oprocz energii pochodzacej z wia-
zan chemicznych mamy jeszcze wykonang prace. Ta cze$é
energii wystepuje w réwnaniu stanu gazu. W naszym przy-
padku traktujemy wszystkie sktadniki jak gazy doskonate.

Stan poczatkowy: n, = 4 mole gazu (3 mole Hy i 1 mol
Ny), temperatura 7' = T, = 298K i ci$nienie p, = latm.
Stan koricowy procesu: ni = 2 mole amoniaku w tempe-
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raturze T = T, = 298K i pod ci$nieniem p; = 1atm.
W procesie wydzielito sie ciepto Q = —92kJ. Zmiana ener-
gii wewnetrznej wynosi Uy — U, = @ + W. Praca wyko-
nana pod stalym ci$nieniem p. = p, = p;, = latm wynosi
W = —p.(Vi — V,), a korzystajac z réwnania stanu gazu
doskonatego w stanie poczatkowym i koficowym procesu,
dostajemy W = —RT'(nj, — n,). Poniewaz uktad byt utrzy-
mywany pod stalym ci§nieniem, to zmniejszenie liczby moli
gazu spowoduje zmniejszenie objetosci. Stad

AU = U — U, = Q — RT (ng — np) ~ —92kJ + 5kJ
— —87kJ.

stan poczatkowy

) |

energia=30 kJ w kazdym stanie

) |

stan koricowy

Rysunek 4.7: W stanie poczatkowym dwa uklady sg izolowane od siebie i
majag rézne temperatury. W stanie koicowym oba uklady sg ze sobg w kon-
takcie cieplnym. Stan réwnowagi oznacza, ze ich temperatury w stanie kori-
cowym s3 réwne. Energia jest wielkoScig zachowang i jest taka sama w stanie
poczatkowym co w stanie koricowym, poniewaz oba uklady sa izolowane od
reszty $wiata (otoczenia).
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14. W stanie poczatkowym mamy dwa izolowane ukltady o cal-

15.

kowitej energii (Rys. 4.7) Ulgl) + U,SQ) = 30kJ. Liczba moli
wynosi nz(,l) =2, nl(f) = 3. W stanie konicowym liczba moli
jest taka sama jak w stanie poczatkowym, n](gl) =2, n](f) =3.
Poniewaz energia jest zachowana, a oba ukltady sg izolowane,
to energia na koncu bedzie takze wynosi¢ U,gl) + U,EQ) =
30kJ. Poniewaz oba uklady sg w réwnowadze termicznej,
to temperatury na koricu muszg by¢ sobie réwne (warunek
rownowagi), T,El) = T,?) = T}. Mozemy teraz wykorzystac
zaleznosé U(T,V,n) dla kazdego uktadu:

v +u® = (gn(” + gn@)) RT;,

skad wyliczamy temperature koricows

2 +u)

=Ty,
3n" R+ 50" R
oraz energie w kazdym z ukladéw:
3
U = S RT3,
)
U = on?RI;.

W stanie koricowym otrzymujemy 7} ~ 344K, U,gl) = 38,6
ki UP) = 21,4k].

Energia w stanie poczatkowym jest rowna energii w stanie
koricowym:

U, = aV(T} + T3) = Uy = 2aV T}

Stad dostajemy koricows temperature

T+ T\ T
4 .
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16.

17.

W stanie poczatkowym mamy dwa poduktady izolowane od
reszty Swiata: pierwszy — blok metalu o masie m; = lkg
i temperaturze 77, = 400 K, drugi — woda o masie mg = 0, 3
kg i temperaturze T3, = 294 K. Po polgczeniu poduktadow
ustala sie réwnowaga termodynamiczna miedzy nimi. Tem-
peratury wyréwnujg sie. W stanie koricowym mamy tempe-
rature Ty, = Tor, = Ty, = 300K w kazdym uktadzie.

Cieplo wlasciwe jest podane w jednostkach J/(kgK). Cie-
plo to méwi, ile nalezy dostarczy¢ energii do danego ciala,
aby kazdy kilogram tego ciala ogrzaé¢ o jeden Kelvin. Zmiana
energii dla pierwszego ciata wynosi AU = Cymy (T, —T1p),
a dla drugiego AUy = Coma(Tyy, — Tp). Poniewaz uktady
sg izolowane, to catkowita zmiana energii jest zero: AU =
AUy + AUs; = 0. Stad otrzymujemy stosunek ciepel whasci-
wych obu cial:

= @ _ _ml(Tk - Tlp)
Cq mao (T, — Top)

Po podstawieniu danych x = 100/(0,3 - 6) = 55,6. Ciepto
wlasciwe na jednostke masy dla wody jest 55,6 razy wieksze
niz dla metalu. Do chtodzenia potrzebujemy zawsze sub-
stancji, ktére majg w danym zakresie temperatur duze cie-
plo wlasciwe, co oznacza, ze trudno jest je podgrzaé. Czesto
tez wykorzystuje sie zjawisko parowania do chtodzenia sub-
stancji. W tym przypadku wybieramy substancje o duzym
cieple parowania.

U musi by¢ ekstensywne. Oznacza to, ze je§li zmienimy V'
na mV i n na mn, to U tez musi sie zwiekszy¢é m razy.
Zapisujemy:

U(T,mV,mn) =mU(T,V,n).

Jesli m = 1/n, to

3
nu(T,V/n) = nBT% =U(T,V,n), (4.9)
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18.

19.

20.

21.

gdzie B jest nieznang stala. Podstawiajac do réwnania (4.9)
n = 4 i poréwnujac z U = ATV3, dostajemy B/n? =
B/(16mol?) = A, stad B = 160 J mol?/(K cm?).

Jak widaé¢ ze wzoru U = aVT*, U jest liniows funkcjg V
i nie zalezy od n. Sprawdzamy, podstawiajac mV do wzoru,
i otrzymujemy mU = amV T* zgodnie z postulatem eksten-
sywnosci energii wewnetrzne;j.

Calkowita energia przekazana w formie ciepta do uktadu
wynosi ) = 12V - 1A - 3000s = 3,6kJ. Zmiana tempera-
tury wynosi AT = 5,5 K. Stad pojemnos¢ cieplna substancji
wynosi C' = Q/AT ~ 655J/K.

Praca wykonana przez gaz wynosi W = — [ pdV, czyli

Vi 2
W:—/ (”RT+” BRT) dV:—nRTln%

vy V V2 P
1 1
2 e —
+nBRT<k p).

Praca wykonana przez gaz doskonaly wyniostaby
W = —RTIn(Vy/V,).

W wysokich temperaturach, gdy B > 0, praca gazu rzeczy-
wistego jest wieksza niz gazu doskonatego.

Praca wykonana przez gaz van der Waalsa jest nastepujaca:

Vi nRT an?
W =— —— ] dV,
/Vp <V —nb V2 > ’

co po scatkowaniu daje

W = —nRT1 — ———.
b “(%—nb) - <Vk %)
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22.

Wielkosci a i b s3 dodatnie. Dla Ar a = 1,341% atm/mol?
i b = 0,03221/mol, dla COs a = 3,5912 atm/mol? i b =
0,041/mol, a dla (CH3)20 (aceton) a = 17,4212 atm/mol?
ib=0,1341/mol. Stala b jest zwiazana z objetoscia zajmo-
wang przez czasteczki i rodnie z rozmiarem czasteczek. Stala
a odpowiada za przycigganie miedzy czasteczkami. Przy ta-
kiej interpretacji a i b jest oczywiste, ze a zmniejsza ci$nienie
w poréwnaniu do cinienia wywieranego w tej samej objeto-
Sci 1 temperaturze przez gaz doskonaly, za to b zwieksza to
ci$nienie. Podobnie jest z praca: a zmniejsza, a b zwicksza
prace w poréwnaniu z pracg wykonang przez gaz doskonaty.

Rozwijajac 1/(V — nb) wokol nb = 0, dostajemy

L _ 1. n
Vonb V V2

Wstawiajac to przyblizenie do réwnania stanu gazu van der
Waalsa, otrzymujemy

_bRT —a
==

B

Stad wniosek, ze rozwiniecie wirialne jest przyblizeniem dla
gazu van der Waalsa, stusznym przy maltych gestosciach
n/V. Wida¢ tez, ze w niskich temperaturach dominuje a,
i B <0, aw wysokich dominuje bRT,i B > 0.

Poniewaz energia wewnetrzna zalezy tylko od stanu poczat-
kowego i konicowego, to mozemy obliczy¢ energie, korzysta-
jac z zaleznosci dU = nc,dT i calkujac jg od stanu poczat-
kowego do koncowego (czyli laczac te dwa stany ciagiem
stanéw rownowagi). Dla n = 1 otrzymujemy

Tk
AU =U, — U, :/ codl = ATy, — Tp).

P
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23.

24.

25.

26.

Tak jak w poprzednim zadaniu:
T 1 2 2
AU =U, -U, = cvdT:A(Tk—Tp)—l—EB(Tk -1,).
TP

Obliczamy catke

Ty 1
AU:W—UAi/cmT:Mﬂ—EJ+#%ﬁ—ﬁ)

1 1
ol -7):

Calkujac zaleznosé¢ dU = ¢, dT, dostajemy

Tk
AU=U,-U,=V codT = V(T = Ty).
TP

Aby butla nie ulegta przebiciu, to maksymalne ci$nienie po
podgrzaniu musi by¢ mniejsze niz 100 atm, pr < 100 atm.
Temperatura gazu wynosi 1), = 298K, objetos¢ V = 241,
a ciénienie p, = latm. Z réwnania stanu gazu doskonalego
wynika:

Pp _ Dk

T, Ty
Po podstawieniu danych dostajemy, ze maksymalna tempe-
ratura koricowa nie moze przekroczyé T = 29800K. Po-
niewaz cieplo wtasciwe przy stalej objetosci wynosi 5R/2,
a liczba moli n = p,V/RT,, otrzymujemy wzor na ciepto
dostarczone, ktére wystarczy do podgrzania gazu do takiej
temperatury:

Q= §nR(Tk -1, = §ppV <@ — 1> = 6018, 7kJ.
2 2 T,
7Z tym, ze maksymalna temperatura koncowa przewyzsza
temperature topnienia dowolnego materiatu na Ziemi i dla-
tego mozna uznaé, ze podgrzanie gazu w butli, tak by osig-
gnal cisnienie 100 atm nie jest mozliwe.
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27.

28.

Zgodnie z I zasadg termodynamiki mozemy zmienié energie
wewnetrzng na trzy sposoby: dostarczajac lub odbierajac
ciepto, ), wykonujac prace, W, lub zmieniajac ilo§é materii,
Z,tzn. AU = U, — U, = Q + W + Z. W stanie poczatko-
wym U, = 3n,RT/2, gdzie n, jest poczatkows liczbg moli.
W stanie koricowym Uy = 3n,RT/2, gdzie ni, = ny, + An
jest koricowg liczbg moli. Zmiana energii wewnetrznej jest

dana wzorem (Q =01 W = 0):
3
AU =7 = §AnRT.

Poniewaz objetosé¢ jest stata, to W = 0, jak réwniez ciepto
nie doptywa do ukladu, bo temperatura gazu nie zmienila
sie.

Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania (zmiana ny —
np, = An oraz T jest stale), otrzymujemy:

AU:Q+W+Z:gAnRT.

Poniewaz

Z = gAnRT,

to @ = —-W.Praca W = —p(V}, = V) = —RT(ny, — np) =
—RTAn, a cieplo Q = RT An.



Rozdzial 5

Entropia, temperatura
1 maszyny cieplne

Druga zasada termodynamiki wprowadza prawo wzrostu entro-
pii, dzieki ktoremu mozna przewidzie¢, jakie procesy (reakcje che-
miczne, przepltywy gazoéw i cieczy, rozszerzanie cial statych, przej-
§cia fazowe itd.) zachodzg spontanicznie. Definiuje sie w tym celu
ekstensywna funkcje stanu zwang entropia, S(U, V,n). Dany pro-
ces moze zaj$¢ spontanicznie (samorzutnie) w ukltadzie izolowa-
nym, jesli entropia stanu koncowego bedzie wieksza od entropii
stanu poczatkowego. Jak widaé, termodynamika nie odpowiada
na pytanie, jak zajdzie dany proces, ale moze powiedzie¢, gdy
znany jest stan poczatkowy i stan koncowy uktadu, czy dany pro-
ces zajdzie. Problem obliczania entropii mozna sprowadzi¢ pra-
wie zawsze do dwoch uktadéw, (1) i (2), izolowanych od siebie
nawzajem (stan poczatkowy). Tak mozemy potraktowaé¢ badany
uktad i reszte $wiata zwang otoczeniem. Nastepnie laczymy je ze
soba. Okazuje sie, ze po polaczeniu suma zmian entropii (1) i (2)
zwiekszy sie lub nie zmieni, gdy spontanicznie osiggniemy stan
koncowy,

ASW 4 AS?) >0, (5.1)
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Znak réwnosci, czyli brak zmian catkowitej entropii, oznacza, ze
przeszliSmy od stanu poczatkowego przez cigg standéw rownowagi
do stanu kotricowego, czyli ze proces byl odwracalny. Wzrost en-
tropii oznacza, ze nastgpily nieodwracalne zmiany w uktadzie lub
otoczeniu, ktére mozna zmieni¢ tylko poprzez dostarczenie energii
do uktadu lub otoczenia.

Jezeli (1) i (2) byly poltaczone §cianka diatermiczng (przepusz-
czajaca cieplo), to w procesie ciepto przeptywa od ciata cieplej-
szego do ciala zimniejszego, az do wyroéwnania sie temperatur,
T(U,V,n), zdefiniowanych jako:

(a0),,.~ 700w 62

Temperatura bezwzgledna wigze sie z entropia taka zaleznoscig
funkcyjna. Jak widaé¢, zar6wno entropia, S(U,V,n), jak i tem-
peratura, T'(U,V,n), sa funkcjg energii, objetosci i liczby moli.
Podstawowg, relacje, ktéra pozwala na obliczanie entropii, otrzy-
mujemy ze zwigzku

dU =TdS — pdV + udn. (5.3)

Pierwszy wyraz wynika z réwnania (5.2). Podniesienie stronami
(5.2) do potegi (—1) daje bowiem

ou
— =T. 5.4
( o8 ) Vin ( )
Ten wyraz opisuje ciepto elementarne, Q. = TdS, przekazane
do uktadu w procesie odwracalnym. Drugi wyraz, W, = —pdV/,
opisuje prace elementarna, skad wynika
oUu
— = —p. 5.5
< ov ) Sn g ( )

Ostatni wyraz stanowi definicje potencjalu chemicznego i opi-
suje zmiany energii wewnetrznej zwigzane z przeplywem materii
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(Zey = pudn), przy czym

Te ostatnig zalezno$¢ mozemy traktowaé jako definicje potencjatu
chemicznego, 1. M6éwi nam ona, ze jeéli do uktadu o statej objeto-
$ci dostarczymy bez dostepu ciepta niewielky ilo§é¢ substancji, to
zmiana energii wewnetrznej bedzie proporcjonalna do potencjatu
chemicznego.

Rownanie (5.3) opisuje zmiane energii, podobnie jak réownanie
(4.1), w ktorym zawarta jest I zasada termodynamiki. Natomiast
w pilerwszym wyrazie po prawej stronie rownosci (5.3), czyli T'dS,
zawarta jest II zasada termodynamiki.

Omoéwimy teraz najwazniejsze wzory, jakie stosuje sie do ob-
liczania zmian entropii. Okredlanie zmian entropii za pomocy ter-
modynamiki wigze sie z cieplem wlasciwym. Jezeli zmiany zacho-
dzg w statej objetosci, to przy odwracalnym dostarczeniu infini-
tezymalnie matego ciepla, Q.;, przy zmianie temperatury 7 o dT'
dostaniemy nastepujaca zmiane entropii, dS:

Qe1 = ney(T)dT = TdS. (5.7)

7 tego réwnania wynika:

T
AS = S(Ti, V,n) — Sy(Tp, Vyn) = n/ %dT. (5.8)
TP

Zazwyczaj mamy do czynienia z procesami zachodzacymi przy
stalym cisnieniu, p. Wtedy

T

AS = Si(Ty,p,n) — Sp(Tp,p,n) = n/

Cp
—dT, 5.9
1, 1 (5.9)

gdzie ¢, (T) jest cieptem wlasciwym przy statym ci$nieniu. Jezeli
ciepto g jest dostarczane w stalej temperaturze Tj, to catkujac
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rownanie (5.7), otrzymamy jeden z wazniejszych wzoréw uzywa-
nych do obliczania zmian entropii:

AS =S — 8, = 22 (5.10)

Roéwnania (5.8), (5.9) i (5.10) sa podstawa wyznaczania
zmian entropii w procesach termodynamicznych.

— @1
<
proces v Vi—"V2
izotermiczny 1 = \:
T =const, AS; = Q1/Th

Vo — Vs

proces
adiabatyczny V2 /
T1 — TQ, AS =0

> Q; = _Q2

P ‘\
proces Vv Vie—Vs
izotermiczny 3 ©

Ty =const, ASy = Q2/Th

proces V. Vi—"V,
adiabatyczny 4

T1<—T2,AS:0

Rysunek 5.1: Silnik Carnota — rysunek pogladowy, bez zaznaczonych ter-
mostatow (patrz Rys. 5.3 oraz Rys. 5.2). Na rysunku pokazano cztery po-
zycje tloka w trakcie cyklu. Poniewaz uktad wraca do stanu wyjsciowego, to
zmiana jego energii i entropii (obie sy funkcjami stanu) wynosi zero, czyli:
AU =Q1+ Q24+ W =0oraz AS = AS; + AS3 = 0. Praca W jest wykonana
wskutek pelnego obrotu kota zamachowego.
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T TA
izotermiczny
Y ) p—
N N
1) <o
= z
< <
2 2
8 8
T, B T Dt
izotermiczny
- L o
S Vv
AS; = —AS, i Vo

Rysunek 5.2: Cykl Carnota na wykresie temperatury T i entropii S oraz
na wykresie temperatury T i objetosci V' (patrz Rys. 5.1 ). Strzalki wskazuja
kierunki procesow. Poniewaz procesy sg odwracalne, w kazdej chwili procesu
jego parametry intensywne (np. temperatura) i ekstensywne (np. objetosé
czy entropia) sg dobrze okreslone i mogg by¢ przedstawione jako punkt na
wykresie. W przypadku procesu nieodwracalnego nie byloby to mozliwe. Dwa
etapy procesu odwracalnego sy adiabatyczne i dlatego entropia jest w ich
trakcie stala, zgodnie z II zasadg termodynamiki.

Entropia, a wraz z nig temperatura bezwgledna, zostata wpro-
wadzona w oparciu o analize silnikéw cieplnych przeprowadzong
przez Sadi Carnota. Silnik pracuje w cyklu. Cykl to taki proces,
w ktérym stan poczatkowy i koricowy sg takie same (Rys. 4.4).
Wynika stad, ze w cyklu AU = U, —U, =01 AS = S, — S5, = 0.
Cykl Carnota sklada sie z 4 odwracalnych proceséw (Rys. 5.1
i5.2). W pierwszym procesie gaz rozpreza sie izotermicznie w wy-
sokiej temperaturze 7T od malej objetoéci Vi do objetosci V5.
W tym procesie pobiera ciepto ()1 ze zbiornika ciepta. Nastep-
nie gaz rozpreza sie adiabatycznie do objetosci V3. W tym pro-
cesie temperatura maleje do T5, bo praca wykonana jest kosz-
tem energii wewnetrznej. W trzecim etapie gaz spreza sie izoter-
micznie w temperaturze T» do objetosci Vy, oddajac ciepto Qo
do chtodnicy. Analizujgc ten proces przy wykorzystaniu I i IT za-
sady termodynamiki, dostajemy dwa réwnania. Z rownania AU =
Q1 + Q2 + W = 0 dostaniemy (Rys. 5.3) prace W, a z rownania
AS = @Q1/T1 + Q2/T5 = 0 otrzymamy (9, tj. ciepto bezpowrot-
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nie tracone w silniku, niewykorzystane do wytworzenia uzytecznej
pracy W. Sprawno$¢ silnika mierzymy stosunkiem pracy do po-
branego ciepta, n = W/Q1; im wigksza praca i mniejsze pobrane
ciepto tym wieksza sprawnosé. Latwo jest podaé inne cykle, ktore
omoéwimy w zadaniach.

Termostat Q1 Q5 =—-Q2 Termostat

Ty 1>

W* =W

Rysunek 5.3: Schematycznie przedstawiona zasada dzialania silnika Car-
nota, z termostatami (77 > T%), przekazywanym cieptem i wykonywang praca
(patrz tez Rys. 5.1 oraz 5.2).

Warto zapamietac, ze jeden z elementéw projektu silnika musi
uwzgledniaé¢ projekt cyklu termodynamicznego, ktéry zachodzi
w silniku (zazwyczaj w gazie znajdujacym sie w cylindrach sil-
nika). W typowym silniku po wtrysku paliwa do cylindrow w po-
staci matych kropelek nastepuje ich odparowanie. Nastepnie pod
wplywem iskry ($wiece w silniku) paliwo ulega zaptonowi, spala
sie w tlenie i wydziela sie ciepto. Pod wplywem ciepta dostarczo-
nego ze spalania gaz sie rozpreza i przesuwa tloki. Potem ttoki
wracaja do swego stanu wyjSciowego i caly cykl sie powtarza.
Rozprezanie moze nastepowaé¢ adiabatycznie. Jezeli spalanie pa-
liwa jest bardzo szybkie, to cignienie w cylindrach rognie w stalej
objetosci. Cykl okreslajacy silnik czterosuwowy to jest cykl Otto:
adiabatyczno-izochoryczny, pokazany na Rys. 5.4. Oprocz niego
istnieje takze cykl Diesla: abiabatyczno-izobaryczno-izochoryczny
(Rys. 5.5). Cykl Otto sktada sie z dwoch adiabat i dwoch izochor,
a cykl Diesla z dwoch adiabat, jednej izochory i jednej izobary.
Bardziej skomplikowany jest cykl maszyny parowej (Rys. 5.6).
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Sklada sie on z 5 etapow. W pierwszym etapie izochorycznym
ci$nienie wzrasta przy stalej objetosci. W drugim izobarycznym
tlok sie przesuwa. W trzecim odcinamy doptyw pary i tlok roz-
preza sie adiabatycznie. W czwartym wypuszczamy pare w stalej
objetosci i ciénienie spada. Na koricu tlok wraca do pozycji wyj-
$ciowej w procesie izochorycznym.

VA
|4

izochoryczny

adiabatyczny
adiabatyczny

Va

izochoryczny

| | -
>

S Sy g

Rysunek 5.4: Cykl Otto w silnikach czterosuwowych, izochoryczno-
adiabatyczny. Z definicji stan koricowy cyklu odpowiada stanowi poczatko-
wemu. Strzatki wskazuja kierunki proceséw.

oA
izobaryczny
b1 |- .
adlﬂ)atyczny
g
S
S
~
adiabatyczny S
| [
&
| Ly
Vi Vo V3V

Rysunek 5.5: Cykl diesla. Z definicji stan koricowy cyklu odpowiada sta-
nowi poczatkowemu. Strzatki wskazuja kierunki procesow.
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p A
izobaryczny
— ————>»
h o adiabatyczny
S &
s S
-
S Z
< 3
[
) S
P2 - R o
izobaryczny =
| | [
W Vo V3V

Rysunek 5.6: Cykl maszyny parowej. Z definicji stan koricowy cyklu od-
powiada stanowi poczatkowemu. Strzatki wskazuja kierunki procesow.

5.1 Zadania

1.

Znajdz wzor na sprawno$é¢ cyklu Carnot w zaleznosci od
temperatur 77 i 15, w ktorych pobierane i oddawane jest
ciepto.

Zmajdz sprawnog¢ cyklu izobaryczno-izochorycznego dla ga-
zu doskonatego. W cyklu izobaryczno-izochorycznym mamy
nastepujace procesy: (1) izochoryczne (w stalej objetosci)
zwiekszanie ci$nienia od p; do ps, (2) izobaryczne rozpreza-
nie od objetosci V; do objetosci Va, (3) izochoryczne zmniej-
szanie ci$nienia od ps do p; i (4) izobaryczne sprezanie od
V2 do Vl.

. Wymysl wlasny cykl i oblicz jego sprawnos$é dla gazu dosko-

natego.

. Odwro¢ kierunek procesow w cyklu Carnota (pobér ciepta

()2 w niskiej temperaturze T5 z chlodnicy kosztem pracy
W i oddanie ciepla Q1 w wysokiej temperaturze 77) i za-
proponuj wzoér na sprawnos$é¢ lodéwki lub pompy cieplne;j.
W przypadku lodéwki liczy sie ciepto odebrane z chtodnicy,
@2, kosztem pracy W. A w przypadku pompy cieplnej li-
czy sie ogrzewanie pomieszczenia i ciepto ()1 przekazane do
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10.

11.

cieptego pokoju celem jego podgrzania. Podaj te sprawnosci
w funkcji temperatur 77 i 1.

. Gaz doskonaty rozprezyt sie od objetosci V1 do objetosci Va

w stalej temperaturze Ty. Oblicz zmiane entropii uktadu.

. Przedstaw cykl Carnot na diagramie temperatura-entropia

i pokaz, ze wykonana praca jest réwna polu powierzchni
ograniczonej liniami definiujgcymi cykl na tym diagramie.

Pokaza¢, ze w rownaniu gazu doskonatego pV = At, gdzie
A jest staly, temperatura ¢ jest proporcjonalna do tempe-
ratury bezwglednej T. Wskazowka: wykonaé¢ obliczenia dla
ciepta i pracy w cyklu Carnot zaktadajac, ze substancja ro-
boczg jest gaz doskonaly.

. 5 moli gazu doskonatego ulega odwracalnej ekspansji w tem-

peraturze 25 °C. Ciénienie zmienia si¢ od 2 atm do 1atm. Ile
wyniesie zmiana entropii uktadu, a ile zbiornika?

. Ten sam uktad co w poprzednim zadaniu ulega nieodwracal-

nej ekspansji przeciwko ciénieniu 1atm. Temperatura koni-
cowa 1 poczatkowa sg takie same i rowne 25°C. Jaka praca
zostata wykonana? Ile wynosi zmiana energii wewnetrznej?
lle ciepta przeptyneto z otoczenia do uktadu? Ile wyniesie
zmiana entropii ukladu, a ile zbiornika?

Uktad o pojemnodci cieplnej C, = nc,, niezaleznej od tem-
peratury, schtadzamy do temperatury Ty, wykorzystujac sil-
nik Carnota. Poczatkowa temperatura wynosi 77, a tempe-
ratura chtodnicy Tgy. Jaka praca zostanie wykonana?

Mamy dwa identyczne cialta o stalej pojemnosci cieplnej C,,
i temperaturach poczatkowych 71 i T>. Jaka bedzie tem-
peratura koncowa obu uktadéw, jedli doprowadzimy ciepto
z jednego uktadu do drugiego, wykorzystujac cykl Carnota
(uktady zostana uzyte jako zbiorniki ciepta w cyklu)? Jaka
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12.

13.

14.

15.

16.

bytaby ich koricowa temperatura, gdyby proces przeptywu
ciepta byl nieodwracalny, bez wykonywania pracy, np. po
bezposrednim zetknieciu cial? Wskazoéwka. W pierwszym
przypadku entropia jest stala, a energia wewnetrzna maleje,
za$ w drugim energia wewnetrzna, jest stala.

Molowa pojemnoéé cieplna przy staltej objetoéci zmienia sie
jak

¢, =A+ BT —-CT?,
gdzie A, B i C sgstale. Oblicz zmiane entropii przy ogrzaniu
1 mola substancji od 7T}, do T}.

Ciepto wtasciwe ciala doskonale czarnego na jednostke ob-
jetodci zmienia sie jak
C
cp = 7 = 44T°,
gdzie v jest stale. Oblicz zmiane entropii przy ogrzaniu od
Tp do Tk.

W domu chcemy utrzymaé temperature 23°C, gdy na ze-
wnatrz panuje temperatura 0°C. Ile razy mozemy obni-
zy¢ rachunek za elektryczno$é, uzywajac pompy cieplnej za-
miast grzejnika elektrycznego?

Mamy studnie artezyjska na australijskiej pustyni. Woda
ma temperature 5°C, a powietrze 20 °C. Maszyna cieplna
o sprawnosci silnika Carnota wykonata prace 500kJ. Ile cie-
pla przeptyneto do studni artezyjskiej?

Mamy uktad termodynamiczny opisywany réwnaniem:

g3

oV

gdzie D jest staly. Podaj zalezno$¢ ci$nienia i temperatury
od objetosci i energii wewnetrzne;j.

U=D
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17.

18.

19.

20.

21.

Roéwnanie stanu dla gazu fotonéw: U = vV T*. Znajdz po-
sta¢ entropii, S, jako funkcji 71 V oraz jako funkcji U i V.

Znajdz entropie gazu doskonalego, korzystajac z dwoch row-
nan stanu: U = 3nRT/2 1 pV = nRT.

Znajdz entropie dla gazu van der Waalsa, korzystajac ze

wzoréw dla cisnienia i energii:

RT a 3
P u =

v—>b 0%’

gdzie v =V/n, a u=U/n.

rT -2,

P= PR

Entropie uktadéow A i B spelniaja réwnanie:

g, — naAVaUa\'"? g — ngVeUg\ '/
A — D5 ) B — D ;

gdzie D jest stala. Temperatury i ci$nienia w obu uktadach
sa takie same (p4 = pp 1 T4 = T). Uktady laczymy. Udo-
wodnij, ze Sarp = Sa + Sp. Wskazowka. Oblicz ci$nienia
i temperatury obu ukladéw i zobacz, jak zaleza od energii
molowej 1 objetosci molowej. Pamietaj, ze nayp = na+np,
Uarp=Up+Uporaz Vi, p = Va4 Vp. Jak wyglada zalez-
no$¢ Sarp od ng +npg, Va+ Vg oraz Uy + Ug? Poréwnaj
SA+B VA SA 1 SB.

Na ptaskiej powierzchni stoi naczynie przedzielone w §rodku
przegroda. W jednej potowie naczynia jest gaz, a w drugiej
proznia. Na powierzchni nie ma tarcia. W pewnym momen-
cie wyciggamy pionows przegrode, taczac w ten spodb obie
potowy naczynia. Opisz co sie stanie z naczyniem, czy bedzie
sie poruszaé, w jakim kierunku, i jeéli bedzie sie poruszaé, to
czy ma szanse sie zatrzymagd, jesli nie ma tarcia na podtozu?
Prosze do zadania wykonaé rysunek ilustrujacy zachowanie
naczynia. Wskazowka. Wykorzystaé¢ podstawowe prawa me-
chaniki i termodynamiki.
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5.2 Rozwigzania

1. Cieplto pobrane ze zbiornika, ()1, ciepto oddane do chlod-
nicy, 2, 1 wykonang prace, W, wstawiamy do zmiany ener-
gii wewnetrznej. Z I zasady termodynamiki wiemy, ze ener-
gia jest funkcja stanu, wiec w cyklu zmiana energii jest zero;
otrzymujemy:

AU =Q1+ Q2+ W =0. (5.11)

Poniewaz zmiana entropii w procesie adiabatycznym, od-
wracalnym jest réwna zero oraz w calym cyklu jest réwna
zero, wiec wktad daja tylko procesy izotermiczne:

Q1 | Q2
AS=—+4+===0. 5.12
T * T ( )
Z definicji sprawnos¢ n = —W/Qq. Znak minus wynika

z faktu, ze uktad wykonuje prace. Korzystajac z rownosci
(5.11) i (5.12), dostajemy:
w Q2 T

n=-g =l+g =l -7 (5.13)
Poniewaz 7 jest wielkoScig mierzalng, tym samym powyz-
sza zalezno$¢ okresla stosunek temperatur bezwglednych.
Co wiecej, ta réwnos¢ nie zalezy od czynnika roboczego
(rodzaju gazu) uzytego w silniku. Jak wynika z réwnania
(5.13), skala temperatur bezwzglednych jest okreslona z do-
ktadnoscia do statej multiplikatywnej (mnoznika skali). Ina-
czej moéwige, mozna dowolnie wybraé wielkosé odpowiada-
jaca na skali zmianie temperatury o jeden Kelvin. Histo-
rycznie skala Celsjusza zostala ustalona nim poznano skale
absolutna. Dlatego tez do ustalenia jednego stopnia na skali
Kelvina zostata uzyta skala Celsjusza dzieki temu, ze mie-
dzy skalami istnieje liniowa zaleznosé w zakresie od 0°C do
100°C.
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2. Calkowita praca wykonana w cyklu izochoryczno-izobarycz-

nym wynosi: W =W, + Wy = —pQ(VQ — Vl) —pl(Vl — VQ),
gdzie W, jest praca zwigzang z rozprezaniem izobarycznym
pod ci$nieniem ps od objetosci Vi do objetosci Vo, a Wy
praca zwigzang ze sprezaniem od Vo do Vi pod stalym ci-
$nieniem p;. Cieplo jest pobierane w procesie izochorycz-
nego zwiekszania ciénienia od p; do py oraz izobarycznego
rozprezania pod ci$nieniem ps. Dostajemy

3 5
Q1 = §V1(p2 —p1)+ 5]92(‘/2 - W),

skad obliczamy sprawnosé¢ n = —W/Q1. W tym cyklu spraw-
no$¢ zalezy od rodzaju gazu (czynnika roboczego). Roz-
wazmy ten cykl dla dowolnego czynnika roboczego. Wtedy
W = —pa(Vo — Vi) — p1(V1 — V3) jest takie samo jak dla
gazu doskonatego, ale pobrane ciepto jest dane wzorem:

Ts T3
Q:n/ cvldT—i—n/ CpodT,

T1 T2

gdzie T i Ts to temperatura poczatkowa i koricowa w proce-
sie izochorycznego wzrostu ci$nienia od p1 do pa, a 151 15 to
temperatura na poczatku i na konicu izobarycznego rozpre-
zania od Vi do V5 pod ci$nieniem po. Cieplo wlasciwe gazu,
Cy,, jest okreélone dla objetosci Vi, a cieplo wladciwe przy
stalym ci$nieniu, c,,, dla ciénienia p>. Dla jednoatomowego
gazu doskonalego mamy c,, = 3R/2 oraz c,, = 5R/2.

. Cykl mozna zbudowaé¢ z kombinacji przemian izotermicz-

nych, izobarycznych, adiabatycznych i izochorycznych. Naj-
czestsze s3 kombinacje przemian izochorycznych lub izoba-
rycznych z adiabatycznymi, np. cykl adiabatyczno-izocho-
ryczny (Otto). Ciekawy uklad wystepuje w silniku odrzuto-
wym, w ktérym powietrze przeptywa przez komore spalania,
a cykl nie jest zamkniety: ma dwa etapy adiabatyczne oraz
etap spalania, ktéry zachodzi pod stalym ci$nieniem.
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Termostat |@1 = —@1 Q2 Termostat
Tl T2
w

Rysunek 5.7: Schematycznie przedstawiona zasada dzialania lodéwki lub
pompy cieplnej, z przekazywanym cieplem i wykonywang praca (patrz tez
Rys. 5.3). W obu przypadkach wykorzystujemy prace (najczesciej sit elek-
trycznych) badz do odebrania ciepla z ukladu o nizszej temperaturze (lo-
déwka), badz do przekazania ciepta do ukladu o wyzszej temperaturze niz
otoczenie (pompa cieplna).

4. W silniku Carnota (Rys. 5.3) pobieramy cieplo @1 (do-
datnie), wykonujemy prace W (ujemna) oraz oddajemy do
chlodnicy ciepto Q2 (ujemne). Po odwréceniu cyklu pobie-
ramy cieplo Q2 z chlodnicy (dodatnie), kosztem wykona-
nej pracy W (dodatniej) i oddajemy ciepto 1 (ujemne) do
zbiornika ciepta. W lodéwce najwazniejsze jest, by odebraé
jak najwiecej ciepla z chlodnicy (wnetrze lodowki) kosztem
jak najmniejszej pracy W. Stad sprawnos$é lodéwki mozna
zdefiniowaé¢ jako stosunek wielkosci, ktérg chcemy zmaksy-
malizowa¢ (duze Q2 oznacza dobrze mrozacyg lodowke), do
kosztu, czyli W (Rys. 5.7):

G
MNlodowki W .

Dla silnika, lodéwki i pompy cieplnej mamy spelnione (01 +
Q2+ W =0 (bO AU = 0) oraz Ql/Tl + QQ/TQ =0 (bO
AS =0), a stad wynika

S O R
Nlodowki _Ql — QQ Tl — T2 .
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W przypadku pompy cieplnej liczy sie ogrzewanie pomiesz-
czenia i ciepto Q1 przekazane do cieptego pokoju celem jego
podgrzania. Chcemy, by —@Q; bylo maksymalne przy mi-
nimalnym naktadzie pracy W. Stad definicja sprawno$ci

pompy:

— _Ql _ _Ql _ Tl
Tpompy w —Q1—Q2 Th-Ty

Podstaw rézne temperatury do wzoru na 7pompy i zobacz,
jaka jest jej wydajnosé. Przekonasz sie, ze pompa cieplna
jest bardzo wydajnym urzadzeniem stuzgcym do podgrze-
wania pomieszczenl. Dzigki niej mozna wielokroktnie zmniej-
szy¢ rachunek za ogrzewanie. W tym momencie uwazny stu-
dent ma prawo zada¢ pytanie: jesli tak jest, to czemu pompy
cieplne nie s w powszechnym uzyciu? Odpowiedz jest pro-
sta: bo pompy sg potwornie drogie i tylko ogrzewanie wiel-
kich pomieszczen za pomocg pomp jest optacalne.

. Dla gazu doskonatego stata temperatura oznacza, ze w pro-

cesie nie zmieni sie energia wewnetrzna, wiec
3
AU = §n0RAT =0,

gdzie liczba moli, ng, jest stata. Wykorzystujemy to w réw-
naniu wigzacym entropie i objetosc:

AU = TdS — pdV =0,

podstawiajac pV = noR1y oraz T = Ty, skad dostajemy
TL()RTO

TpdS = dv.

Catkujac stronami od stanu poczatkowego do koricowego,
otrzymujemy:

v
AS = Sk(Uy, Vi, no) — Sp(Uo, V;,,no) =ngRIn Vk (5.14)
p
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Prosze zwréci¢ uwage, ze nie ma znaczenia, jaki proces po-
taczyt stan poczatkowy i koricowy. Poniewaz entropia jest
funkcja stanu, to niezaleznie od procesu réwnanie (5.14)
jest prawdziwe. Niemniej skoro gaz rozprezyt sie w stalej
temperaturze, to catkowita praca zostata wykonana kosztem
ciepta z otoczenia, tzn. gaz rozprezajac sie, pobieral ciepto
z otoczenia. Jesli proces byl odwracalny, czyli zaré6wno nasz
uktad, jak i otoczenie, z ktérego przeplyneto ciepto, bytly
w stanie rownowagi, to wtedy ciepto

Q = THAS,

a praca W jest dana przez

Vi
W = —/ pdV = —nORTlnE.
v, Vp
Stad dostajemy W = —@Q), poniewaz AU = 0. Proces od-
wracalny jest szczeg6lny. Dla kazdego innego procesu takze
bedziemy mieli spelnione réwnanie (5.14) oraz AU = 0,
czyli W = —Q), ale zgodnie z drugg zasadg termodynamiki
entropia otoczenia i uktadu powinna wzrosnaé, tzn.

Q < THAS. (515)

Tym samym zmiana entropii otoczenia nie jest rowna zmia-
nie entropii uktadu tylko jest mniejsza. Zmiana entropii oto-
czenia, przy zalozeniu, ze otoczenie bylo caly czas w stanie
rownowagi termodynamicznej w temperaturze Ty, wynosi

Q
Ty
Znak minus oznacza, ze ciepto () zostalo przekazane do
uktadu. W sumie w dowolnym procesie dostajemy II zasade
termodynamiki (zob. réwnanie (5.15)):

AS + ASotoczem'a > 07

ASotoczem'a = -

gdzie AS odnosi sie do uktadu.
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T4
T |

izotermiczny

adiabatyczny
adiabatyczny

1>

izotermiczny
| | >

S1 Sy g

Rysunek 5.8: Cykl Carnota na wykresie temperatury 7' i entropii S.
Strzatki wskazujg kierunki proceséw. Dwa etapy procesu odwracalnego sg
adiabatyczne i dlatego entropia jest w ich trakcie stata zgodnie z IT zasadg ter-
modynamiki. Stan koricowy ukladu jest rowny stanowi poczatkowemu i dla-
tego calkowita zmiana entropii jest zero.

6. Z wykresu (Rys. 5.8) wynika, ze zmiana entropii wynosi

AS = 51— 855 w procesie rozprezania izotermicznego w tem-
peraturze 71 i —AS = —51 + So w procesie sprezania izo-
termicznego w temperaturze T5>. Ciepto pobrane to (1 =
T1AS, a oddane w procesie to Q2 = —T>AS. Prace obli-
czamy z I zasady termodynamiki: Q1 + Q2 + W = 0, a stad
W = (T1 —T2)AS = (11 — T)(S1 — S2), co jest réwne polu
prostokata na Rys. 5.8.

. Zmiana entropii w cyklu Carnota nastepuje tylko w proce-

sach izotermicznego rozprezania (T = T3, objetos$¢ rosnie
od Vi do V3) oraz (3) izotermicznego sprezania (T = T,
objetos¢ maleje od V3 do Vy). Z poprzednich dwoch zadan
dostajemy

B Vo Vy
AS—AanI— Aang’
czyli
Vo Vs
—= =" 5.16
AT (5.16)

Dla gazu doskonatego praca i ciepto w procesie izotermicz-
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nym wyrazajg sie wzorem: W = —Atln Vi /V, = —@Q. Stad
dla gazu doskonalego:

leAtlln%, QQZAtQIDE
1

Va
oraz (Vi /V:
to In
S AT
Q1 t1 In(Va/V1)
Z réownania (5.16) wynika, ze logarytmy sie skracajg i do-
stajemy
to T
—1-2_1_22
n t T,

czyli temperatura ¢ wystepujaca we wzorze dla gazu do-
skonatego (pV = At) jest proporcjonalna do temperatury
bezwzglednej T

8. Poniewaz temperatura jest stata, Ty = 298K, oraz pr =
nRT/Vy = latm i p, = nRT/V,, = 2atm, to

ASyptagu = R0 22 = nR1n P2 — 5RIn2.
Vp Dk

Rozprezanie odbylo sie kosztem ciepta dostarczonego do
ukladu z otoczenia. Otoczenie mialo staly temperature 7o,
a ilog¢ ciepta, jaka otoczenie przekazato do uktadu, wynosi:
Qotoczenia = W = —nRTyIn(V},/V,) (zmienilismy znak, po-
niewaz zgodnie z konwencja znak ciepla przy analizie oto-
czenia jest dodatni, gdy ciepto wplywa do otoczenia, zwiek-
szajac jego energie wewnetrzng, i ujemny, gdy z otoczenia
wyplywa). Tak wiec

; Vi
A‘5(otoczem'a = M = —nRIn _k = —nRln &
Ty P Dk
= —5RIn2.
Poniewaz proces byt odwracalny, to zgodnie z I zasadg ter-
modynamiki

ASukladu + ASotoczem’a =0.
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9. Cisnienie poczgtkowe p, = 2atm, a koncowe p; = 1latm.

Temperatura jest stata i wynosi 7y = 298 K. Poniewaz ci-
$nienie jest state, p, = pr = latm, to praca wykonana
wyniesie

W = —p.(Vk — V,) = —nRT, <1 - %) .
p

Poniewaz temperatura jest stala, to
3
AU = EnRAT =0.

Poniewaz AU = 0, to oznacza, ze

Q = —W = nRT, <1—@>.
Pp
Zmiana entropii uktadu jest taka sama jak w poprzednim
zadaniu, poniewaz stan poczatkowy i stan koncowy uktadu
sg takie same w obu przypadkach, tzn.

ASustags = nRIn % — nRIn P2 — 5RIn 2.
Vo Dk

Natomiast poniewaz otoczenie (z zalozenia w stanie réwno-
wagi) dostarczylo ciepto @ do ukladu w temperaturze T,
to

A‘Svotoczenia = Qoit()zizenia = —% =-nR <1 — i—i) .

Jak wida¢, w tym przypadku mieliémy proces nieodwracal-
ny, spontaniczny i dlatego tez

ASuktadu + ASotoczem‘a > 0.

Calkowita entropia uktadu i otoczenia ro$nie w tym procesie
zgodnie z Il zasada termodynamiki. Jako zadanie z mate-
matyki udowodnij, ze powyzsza nieréwnos¢ jest spelniona,
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10.

wykorzystujac dane z zadania. Dowdd opiera sie na poréw-
naniu funkcji logarytm do funkcji liniowe;j.

Mozemy tez inaczej obliczy¢ entropie otoczenia, korzystajac
z ogdlnego wzoru na rézniczke dS. Poniewaz w otoczeniu
liczba moli i energia wewnetrzna sg state (gaz jest doskonaty,
a temperatura otoczenia jest stala), to wtedy

p
dSotoczenia = T dVotoczem’a'

Poniewaz ci$nienie w otoczeniu, p = py, i temperatura, 7', sa
stale, to tatwo scatkujemy te zaleznoéé. Pamietamy, ze dla
otoczenia zmiana objetosci jest ujemna, gdy uktad sie roz-
preza, tzn. AViioczenia = —AVuktadu = Vp — Vi. Dodatkowo
wiemy, ze pr Vi = nRT. Stad

Vv,
A‘5(otoczem'a - _%Avukladu = -—nR <1 — _p)

Vi
= —-nR <1 — &> .
Pp

Zbiornik ciepta w oryginalnym cyklu Carnota ma nieskon-
czong pojemnosé cieplng i dzieki temu pobranie skoriczo-
nej ilodci ciepta nie zmienia jego temperatury. Nasz uktad
(zbiornik ciepta) podlgczony do czynnika roboczego w sil-
niku bedzie oddawal ciepto, a poniewaz ma skoriczong po-
jemno$é cieplng, C, = nc,, to jego temperatura bedzie ma-
le¢. Silnik bedzie dziatal, dopdki temperatura zbiornika cie-
pla nie osiggnie temperatury chtodnicy Ty . Wtedy spraw-
no$¢ silnika osiggnie warto$¢ zero: n = 1 — Ty /11 = 1 —
To/Ty = 0. Zaktadamy, ze praca wykonana w jednym cyklu
jest mala w poréwnaniu z catkowita pracg wykonana przy
schladzaniu. Praca elementarna wykonana przez uktad, gdy
temperatura zbiornika ciepta wynosita 7', a zmiana tempe-
ratury ciata wyniosta dT', jest dana wzorem:

We = —n(T)Q¢ = — (1 - %) ne,dT. (5.17)
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11.

Znak minus oznacza, ze (J.; jest elementarnym cieptem po-
branym z ciala i dlatego ma znak przeciwny niz ciepto @1,
ktore doptyneto do czynnika roboczego. Catkujac réwnosé
(5.17), otrzymujemy caltkowity prace w procesie chtodzenia
ciata:

To T, T;
W:—/ R ncvdT:ncU(Tl—To)—FncUln—O.
T T T
(5.18)

Udowodnij, ze praca W jest dodatnia niezaleznie od tempe-
ratur 71 i Ty, przy 11 > Tp.

Chtodzac dwa ciata poprzez cykl Carnota, nie zmieniamy
entropii tych cial, za to zmniejszamy ich energie, gdyz ciala
w trakcie procesu wyréwnywania temperatur wykonuja pra-
ce kosztem swojej energii wewnetrznej. Elementarna zmiana
entropii jednego ciata, d.S,, jest rowna zmianie entropii dru-
giego ciala ze znakiem minus, —dSy. Poniewaz

dS, = CydT,/Ts,

gdzie C, jest pojemnoscig cieplng niezalezng od tempera-
tury, dostajemy rownanie:

Cy Cy
—dT, = —dT,.
Ta ¢ Tb ’
Calkujac obie strony rownania, mamy
e T ¢
/ 24T, = —/ —2dT,,
T, Ta Ts Tb
skad

Ty, Ty
Cyln —+Cyln — =0.
v Tl + v T2
Rozwigzaniem jest Ty = +/1115; temperatura koricowa jest
$rednig geometryczng temperatur poczatkowych. W przy-
padku bezposredniego zetkniecia cial zmiana energii jednego
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12.

13.

14.

15.

ciala jest rowna zmianie energii ze znakiem minus drugiego
ciata:
Cy(T —Th) = —Cy(T), — T3).

Temperatura koricowa bedzie rowna (17 + T5)/2, czyli sred-
niej arytmetycznej temperatur poczatkowych ciat.

Zgodnie ze wzorem (5.8)

T dr T
= — 2y 22— —k —
AS = ' (A + BT -CT ) Aln 3 + B(Ty —1p)

(1 1
2 \12 T12)°

Zgodnie ze wzorem (5.8)

Ty

4
AS = V47/ T? = 3V (T7 - 13) .

Ty

Zaktadamy, ze mamy przekaza¢ do uktadu ciepto @, raz
poprzez ogrzewanie grzejnikiem, a drugi raz przy uzyciu
pompy cieplnej. Zakladamy, ze w grzejniku cala praca sit
elektrycznych, W, wydziela si¢ na spirali oporowej. Czyli
Wy = Q. Praca sil elektrycznych w pompie cieplnej spel-
nia zwigzek: Q = NpompyWp = 12,9W,,, poniewaz sprawnosc
pompy Wynosi Npompy = 11/(T1 — T2) = 296/23 ~ 12,9.
Wy /W, = 12,9 oznacza, ze ogrzewanie ukladu (pomieszcze-
nia) pompg cieplng zamiast grzejnikiem pozwoli nam obni-
zy¢ rachunek za prad 12,9 razy. Problem polega na tym, ze
pompa jest droga.

W naszym przypadku studnia artezyjska jest chtodnica o
temperaturze T = 278 K. Powietrze nad pustyniag austra-
lijska jest zbiornikiem ciepta o temperaturze 77 = 293 K.
Maszyna cieplna dziatajaca miedzy tymi temperaturami ma
sprawnos$¢ n = 1—278/293 = 0, 05. Z definicji Q1+Q2+W =
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16.

17.

—W/n+ Q2+ W =0. (Qq jest dodatnie, ale W = —500kJ
i Q2 =7 sa ujemne). Stad otrzymujemy cieplo @9, ktore
przepltyneto do studni artezyjskie;j:

Q2=-W+W/n=-19-500k] = —9500kJ.

Zgodnie z definicja:

oU 5?2
T= <%>Vn =3B (5.19)
oraz P S3
U

Wykorzystujac réwnanie U = BS?/(nV), wyznaczmy en-
tropie jako funkcje U, V' i n:

S = (%)Us. (5.21)

Podstawiajac (5.21) do wzoru na p (5.20) i T' (5.19), otrzy-
mujemy ci$nienie i temperature jako funkcje U, V i n:

S, Ve U
p(U,V,n) = Bni‘/g =7
S(U,V,n)? U U2B\"?
(U, V.n) =3B——5 S GATRD) < Vn

7 ekstensywnosci entropii wynika
SU,V) =Vs(u),

gdzie U = Vu. Stad wynika du = T'ds, wiec podstawiajac
u = yT*, otrzymujemy réwnanie:

ds = 4yT2dT.
Calkujac stronami, dostajemy s = 4yT3/3, a stad

4
= VT3,
S 3V
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18. Korzystamy najpierw z wlasnosci ekstensywnosci entropii,
S(U,V,n) = ns(u,v) (aby wyeliminowa¢ zmienng n), oraz
z rébwnania podstawowego; s = S/n, u = U/niv = V/n
oznaczaja wielkosci molowe. Wykorzystujac fakt, ze

08 Os
<%>n,v - <%>v (5‘22)
oS 0s
otrzymujemy

[ 0s ds _du | p

oraz

Poniewaz w jednoatomowym gazie doskonalym u wiaze sie
z temperaturg poprzez

3
U = §RT, (5.25)
a cis$nienie jest dane réwnaniem stanu
RT
p=-, (5.26)
v

wiec z polaczenia (5.24)—(5.26) dostajemy:

ds= SR 4 ™. (5.27)
2 u v
Calkujac te zalezno$é, otrzymujemy entropie molowa gazu
doskonatego jako funkcje molowej energii wewnetrznej i ob-
jetosci:
s:so—l-%RlnE—l—Rlnﬁ, (5.28)
2 UuQ Vo
gdzie sg jest entropig gazu dla stanu odniesienia okreglo-
nego przez (ug,vp). Oczywiscie, z ekstensywnosci entropii
wynikajg zwigzki: S(U,V,n) = ns(u,v) oraz S(Uy, Vp,ng) =
noso(’u,o, 2)0).
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19. Korzystamy z rownania (5.24), ktore jest prawdziwe dla kaz-

dego gazu. Nastepnie zapisujemy rézniczke du (T, v):

du(T,v) = (g—;) dT + <%> dv.
v T

Stad i z (5.24) mamy

ou\ dT 1 /0u D
(&) (& LA 2
ds <8T>v T +[T <8@>T+T] dv (5.29)
Rownanie (5.29) jest nadal ogolne. Jezeli chcemy je zastoso-

waé do gazu van der Waalsa, to musimy skorzystaé¢ z dwoch
réwnan stanu charakterystycznych dla naszego uktadu:

RT a

gdzie v = V/n, oraz
3 a
— SR -2 31
w=SRT -, (5.31)

gdzie v = U/n. Wstawiamy je do réwnania (5.29) i dosta-
jemy:
3 _dT R
ds = —R—
STNT U
Calkujac stronami (5.32), dostajemy entropie molowa jako
funkcje temperatury i objetosci molowe;j:

dv. (5.32)

3 T —b
S(T,v) = 5(Tp, v9) = SRIn (ﬁ) +RIn <:O ~ b) . (5.33)
Aby otrzymaé entropie w zmiennych u i v, nalezy do (5.33)
podstawi¢ T jako funkcje v i v, wyznaczong z réwnania
(5.31). Stad

s(u,v) — 5(ug, vo) = gRln <L“/”> + RIn < vob > .

ug + a/vg v —b
(5.34)
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20.

Jest to wzo6r na entropie molowa gazu van der Waalsa wyra-
zong w zmiennych naturalnych. Warto sprawdzi¢, ze entro-
pia w swoich zmiennych naturalnych odtwarza wszystkie da-
ne termodynamiczne dotyczace badanego ukladu. W szcze-
gblnoéci rézniczkujac s po u i v:

<%>v - % (5.35)
<%>u - %, (5.36)

dostaniemy oba réwnania stanu van der Waalsa, czyli (5.31)
oraz (5.30).

oraz

Poniewaz A i B sa w robwnowadze, to ci$nienia, temperatury
oraz potencjaly chemiczne muszg by¢ takie same w kazdym
uktadzie. Z réwnosci cinien wynika:

Uas Up

Vi Vg (5.37)
a z rownosci potencjaléow chemicznych:

U U

—A4-=5 (5.38)

ng npg

Ro6wnogé temperatur daje

Uas Up

Sa Sp’
Po potaczeniu mamy Upyp = Ug 4+ Up, Vayrp =Va+ Vp
ina+p = na+npg, astad entropia po potaczeniu jest réwna:

g B <nA+BVA+BUA+B>1/3
A+B =

b (5.39)

(na+np)(Us + UB)} 1/3

= (Va+Vs) [ D(Va+ Vi)?
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21.

czyli

(na+ng)(Ua + UBW 1/3
D(Vy + Vp)?

naA —i—nB)(UA + UB)]l/3
D(VA + VB)2

SA+B::AVA[

]

Z rownosci (5.37) oraz (5.38) dostaniemy:

Us Usa+Us Us

—_— = = 5.40
Va Vi+ Vg Vi ( )

oraz
ng __na+np np

Vi VatVe Vg
Wstawiajac (5.41) i (5.40) do (5.39), dostajemy

1/3 1/3
B naUgy ngUp _
SA+B—VA<DV/%> +VB<DV§> =S54+ SB.

(5.41)

Poniewaz na naczynie nie dziala zadna sita zewnetrzna, to
catkowity ped w uktadzie jest rowny 0 i jest zachowany.
Jezeli gaz zajmuje lewg potowe (Rys. 5.9), to po usunieciu
przegrody srodek masy gazu zacznie sie przesuwaé w prawo.
Stad wynika, ze aby ped pozostal rowny 0, naczynie musi
przesunac sie w lewo, czyli przeciwnie do ruchu gazu znajdu-
jacego sie wewnatrz naczynia. Ruch gazu spowoduje oscyla-
cyjne ruchy naczynia na podlozu bez tarcia. Ruch ten bedzie
zanikal, poniewaz zgodnie z podstawowym postulatem ter-
modynamiki kazdy uklad izolowany osigga stan réwnowagi.
W stanie rownowagi nie ma makroskopowych przeptywow,
czyli po osiggnieciu stanu réwnowagi §rodek masy gazu musi
byé¢ nieruchomy. Poniewaz ped jest zero, to réwniez srodek
masy naczynia nie moze sie poruszac.
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stan poczatkowy

kierunek ruchu naczynia
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coe’ XY
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kierunek ruchu

gazu —m

polozenie §rodka masy gazu-+naczynia

stan konicowy

Rysunek 5.9: Linia przerywana pokazuje potozenie $rodka masy naczy-
nia+tgazu. Srodek masy powinien pozosta¢ w spoczynku, gdyz na ciato (na-
czynie plus gaz) nie dzialajg zadne sily i calkowity ped (naczynia+gaz) jest
zero. W stanie koricowym uklad jest nieruchomy, a gaz jest w stanie réwno-

wagi termodynamiczne;j.



Rozdzial 6

Entalpia, energia
swobodna Gibbsa
1 Helmholtza

Termodynamika zostata zapoczatkowana przez badanie sposobow
uzyskiwania pracy z ciepta. Tym samym wielkosci bedgce funkcja
stanu i zwigzane z cieptem i praca sa intensywnie wykorzystywane
w termodynamice. Entalpia,

H=U+pV,

dla uktadu jednosktadnikowego jest cieplem wydzielonym lub do-
starczonym do uktadu pod stalym ciénieniem. Energia swobodna
Helmholtza,

F=U-TS§S,

jest catkowitg pracg wykonang w ukladzie w stalej temperaturze.
A energia swobodna Gibbsa (entalpia swobodna),

G=U-TS+pV=H-TS,

jest praca nieobjetosciowa (odjeliémy wyraz —pV'), np. pracy sit
magnetycznych, elektrycznych lub elastycznych, uzyskang w sta-
tej temperaturze i pod staltym cignieniem. Jak widaé¢, pomimo ze
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ani praca, ani cieplo nie sg funkcjami stanu, to cieplo wydzie-
lane pod stalym ciénieniem jest funkcjg stanu. Podobnie praca
wykonana w stalej temperaturze lub praca wykonana bez zmiany
objetosci, w stalej temperaturze i pod stalym ci$nieniem, sg funk-
cjami stanu. W podreczniku ,Termodynamika dla chemikow, fizy-
kéw i inzynieréw”, UKSW 2005 !, funkcje termodynamiczne sg
omoéwione szczegbdlowo.

6.1 Zadania

1.

Oblicz rézniczke entalpii, znajac rézniczke dU(S,V,n). Je-
zeli energia wewnetrzna, U, jest funkcjg zmiennych S, V' in,
to funkcjg jakich zmiennych naturalnych jest H?

. Oblicz rézniczke energii swobodnej Gibbsa, znajac rézniczke

dU(S,V,n). Jezeli U jest funkcjg zmiennych S, V' i n, to
funkcja jakich zmiennych naturalnych jest G7

. W procesie izobarycznym pod ci§nieniem p zmiana energii

wewnetrznej wynosi AU, a objetosci AV. ZnajdZz zmiane
entalpii.

. W procesie izotermicznym w temperaturze 7' mamy zmiane

energii wewnetrznej AU i zmiane entropii AS. Znajdz zmia-
ne energii swobodnej Helmholtza.

. Mamy ustalone ci$nienie i liczbe moli. W zakresie tempe-

ratur 7, do T}, entalpia jest stala i wynosi H = Hj, = H,,.
Oblicz energie swobodng Gibbsa, G, w temperaturze T, je-
§li w temperaturze 7, mamy G = G),.

. Wyprowadzié zaleznosé¢ energii swobodnej Gibbsa od cisnie-

nia, p, i temperatury, T, dla jednoatomowego gazu dosko-
nalego.

Yhttp://www.ichf.edu.pl/ Thermodynamics/termodynamika.html
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6.2

Mamy uktad termodynamiczny opisany réwnaniem:

S3

U=B—
nVv’

gdzie B jest stala. Podaj zaleznoéé ci$nienia i temperatury
od objetosci i energii wewnetrznej. Podaé zaleznosé energii
swobodnej Gibbsa od liczby moli, temperatury i ci$nienia.

. Znajdz entalpie, energie swobodng Helmholtza i Gibbsa dla

gazu fotonéw (energia wewnetrzna wynosi U = vV T4).

. Podaj zaleznosé¢ energii swobodnej Helmholtza, F'(T,V,n),

od objetosci dla gazu van der Waalsa, wykorzystujac row-
nanie stanu

RT _a
v—>b 0%’

p:

gdzie v = V/n.

Rozwigzania

. Korzystamy z definicji entalpii: H = U + pV. Roézniczka

dH = dU 4 d(pV') = dU + pdV + Vdp,
skad po podstawieniu dU
dH =TdS — pdV + pdn+pdV + Vdp = TdS + Vdp + pdn.

7 powyzszego wzoru wynika, ze H jest funkcja entropii, ci-
$nienia i liczby moli (H = H(S,p,n)).

. Z definicji G = U + pV — T'S. Biorac rézniczke obu stron,

dostajemy

dG = dU +d(pV) — d(T'S) = dU +pdV +Vdp—TdS — SdT,
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co po podstawieniu dU daje:

dG =TdS — pdV + pdn + pdV + Vdp —TdS — SdT
= —=SdTI'+ Vdp + pdn.

Wynika stad, ze G jest funkcjg temperatury, cignienia i licz-
by moli (G = G(T,p,n)).

3. Poniewaz proces zachodzi pod stalym ci$nieniem, p, to na
koricu procesu Hy, = U, +pVy, ana poczatku Hy, = U,+pV,.
Zmiana entalpii wynosi

AH = Hy, — Hy = Uy, — Uy + p(Vi — V) = AU + pAV.

4. Na poczatku procesu F), = U, — T'S,, a na koricu Fj, =
Ui — T'Sk. Stad znajdujemy:

AF =F, — F, = U, — U, — T(Sx — 5,) = AU — TAS.

5. Z definicji G =U +pV — TS = H - TS, a z rézniczki dG

wynika, ze
oG >
— =-S.
(57),.

oG
o-r(2) -n

Dzielgc stronami ostatnie réwnanie przez ~T? i zbierajac
dwa wyrazy po lewej stronie réwnosci pod znak pochodnej,
otrzymujemy réwnos¢ Gibbsa-Helmholtza:

oG/TN  _ H
o ),, T%

Catkujac obie strony od T, do T}, dostajemy:

Stad
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Stad
Ty, Ty,
Gr=Gy—+H|[1——].
=G+ (- 3)

Przedstawione zadanie jest czysto akademickie. W ogoélnosci
w termodynamice nie wyznaczamy wielkosci bezwglednych,
a tylko wielkosci wzgledne, tj. zmiany wielkosci termodyna-
micznych miedzy stanami réwnowagi.

. Z definicji G(T,p,n) jest ekstensywng funkcja stanu i dla-

tego musi by¢ liniowg funkcjg n:
G(T,p,n) = nu(T,p),

gdzie u(T,p) jest potencjatem chemicznym. Tym samym
nalezy znalezé postaé potencjatu chemicznego jako funkcji
temperatury i ci$nienia. Z definicji mamy p = u — T's + pv,
gdzie u, v, s sg wielko§ciami molowymi. Poniewaz du =
Tds — pdv, to ds = du/T + pdv/T. Podstawiajac p = RT /v
iu=3RT/2,1i catkujac ds, dostajemy:

s =80+ gRlnu/uo + Rlnv/vp.

Wykorzystanie rownan: v = 3RT/2 i v = RT/p, i podsta-
wienie do wzoru na pu daje:

5 5 T »
Tp)=-RT—Tsy— —-RTIn— + RT'In —
M( 7p) 2 S0 2 nTO + npO’

skad po podzieleniu przez T mamy ostatecznie:

w(T.p)  p(To.po) _ Spm (%) + Rin <p%> (61

T T,
gdzie z definicji pu(To, po) = ho — Toso = 5RTy/2 — Tpso.

7. Roézniczkujac U po S, dostajemy temperature:

52
T =3B—.
(57 V? n) 3 nv
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Ciénienie otrzymujemy, rézniczkujac U po V:
S3
nV?2’

a potencjal chemiczny dostajemy z pochodnej U po n przy
statych S'i V:

p(S,V,n) =B

S3
rars
Nalezy teraz wyeliminowaé¢ z (6.2) S 1 V na rzecz T i p.
Latwo pokazaé, ze

u(S,V,n) = —B (6.2)

T3
8. Mamy:
U 4
= — = T
u % YL
du = Tds,

wiec podstawiajac pierwszg rowno$é do drugiej, dostajemy
4NT3dT = Tds.

Stad po scalkowaniu s = 4y7%/3. Korzystajac z definicji
energii swobodnej Helmholtza, otrzymujemy

1
F(T,V)=U-TS = —§7VT4.

7 pochodnej F' po V przy stalym T dostajemy ci$nienie
p =yT*/3. Podstawiajac do wzoru na G, dostajemy

4 1
G:U—TS+pV:7VT4—§VT4+§7T4V:0,
Energia swobodna Gibbsa jest tozsamo$ciowo réwna zeru,

poniewaz liczba fotonéw nie okregla stanu rownowagi gazu
foton6éw. Entalpia, H(S,p), jest ekstensywna funkcja stanu
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i dlatego musi liniowo zaleze¢ od S, tj. H = Sf(p). Obli-
czamy

4 3p\ /4
H(S,p)=U+pV:§7VT4:S<7> .

<%>Tn . 64

gdzie ze wzgledu na ekstensywnos¢ F' mamy F(T,V,n) =
nf(T,v), przy czym v = V/n. Poniewaz znamy cisnienie,

. Z definicji

lub

RT a

P

to mozemy scatkowaé (6.3), co prowadzi do:

F—Foz—nRTlnv_b —n<9—1>,
Vo — v Vo

gdzie vg = Vy/n, a Fy jest wartoscig F' dla V = V4.



Rozdzial 7

Podatnosci
termodynamiczne

Istnieje kilka wielkosci, ktore za pomocg standardowych metod
mierzy sie w laboratorium. Sg to podatnosci termodynamiczne.
Wielkosci te okreslaja ilosciowo jak zachowa sie uktad, gdy pod-
damy go dziataniu czynnika zewnetrznego, np. jak zmieni sie tem-
peratura uktadu pod wplywem dostarczonego ciepta lub jak pod
stalym ciénieniem zmieni sie objetos¢ pod wplywem zmiany tem-
peratury. Jedng z podatnosci termodynamicznych jest molowa po-
jemno$¢é cieplna przy stalej objetosci:

Yo\ oT v

przy czym liczba moli tez jest ustalona. MieliSmy juz okazje korzy-
sta¢ z tej wielkosci do wyznaczania entropii lub energii wewnetrz-
nej. Poniewaz objetosé jest stata, to dU = TdS, czyli

v on \oT v

oOF
S“(a—:r%

a zwigzek
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prowadzi do kolejnego wzoru na c,:

. __I<32_F>
v n \oT? )’

Podobnie, gdy dostarczamy ciepto do uktadu pod stalym cisnie-
niem, to wielkoscia, ktéra okresla zmiane temperatury w takim
procesie, jest molowa pojemno$¢ cieplna przy staltym ci$nieniu:

¢, — % <g—f;>p. (7.1)

Poniewaz przy stalym ci$nieniu dH = T'dS, wiec otrzymujemy

Pp \oT p'

Z definicji energii swobodnej Gibbsa wynika kolejny wzér na cp:

T (8°G
Cp = —E (W)p . (72)

YLatwo pokazaé, ze spetniona musi by¢ nieréwnosé
cp — ¢y > 0.

Wynika ona z faktu, ze uktad podczas pobierania ciepta pod sta-
ltym ciénieniem, oprocz ogrzewania sie, rowniez wykonuje prace,
zwiekszajac swojg objetodé, tak aby cisnienie pozostato state. Na-
tomiast podczas pobierania ciepta w stalej objetosci cate ciepto
idzie tylko na podgrzanie uktadu. Wobec tego okre§lona zmiana
temperatury (np. o jeden stopien) wymaga pobrania wiekszej ilo-
$ci ciepta w pierwszym przypadku niz w drugim.
Wspolczynnik rozszerzalnosci termiczne;j,

a=1 <g—¥>p (7.3)
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jest kolejnym przyktadem podatnosci termodynamicznej. Wspo6t-
czynnik o méwi nam, jak zmieni sie objetosé uktadu, gdy wzro-
$nie jego temperatura. Jak pamietamy, zjawisko rozszerzalnosci
termicznej jest wykorzystywane w termometrach.

Ciala pod wplywem ci$nienia zmieniajg swojg objetosé, a to
jak sa podatne na zmiany cisnienia, okreéla $ci§liwoéc¢ izotermicz-

e | oV
— (== 4
" Vv <8P>T (7 )

oraz Sci§liwoé¢ adiabatyczna

STV e g

Zauwazmy, ze zaréwno wspolczynnik rozszerzalnosci termicznej,
jak i obie §cisliwosci, mozna takze przedstawié¢ jako drugie po-
chodne odpowiedniego potencjatu termodynamicznego. Korzysta-
jac z definicji G, tatwo sprawdzié, ze

1 &G
Ty opoT’

1 (G
R = —V (a—p2>T . (75)

Natomiast wykorzystujac H, otrzymujemy

__l(oH
Ks = a2 ),

Podatnosci termodynamiczne sg bardzo uzytecznymi wielkos-
ciami. Calkujac je, mozemy wyznaczaé¢ zmiany entropii, entalpii,
energii wewnetrznej, energii swobodnej Gibbsa lub Helmholtza.
Poza tym podatnosci wigzg sie z propagacjg zaburzenn w osrodku.
Na przyktad $cigliwosé adiabatyczna jest zwigzana z predkoscig
dzwieku, ¢, rownaniem: ¢ = (prg)~ /2, gdzie p jest gestoscig masy
o$rodka, w ktérym zachodzi propagacja fal dzwiekowych. Miedzy
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podatnosciami termodynamicznymi istnieje wiele formalnych za-
leznosci, ktore pozwalaja na sprawdzenie przewidywan termody-
namiki oraz na ich praktyczne zastosowanie. Ponizej pokazemy jak
mozna takie zaleznosci termodynamiczne znajdowaé, wykorzystu-
jac fakt, ze potencjaly termodynamiczne sg funkcjami stanu. Za-
dania pokazujg przyktady takich relacji.

Warto w tym miejscu pokaza¢ metody czesto uzywane w prze-
ksztalceniach pochodnych termodynamicznych. Jezeli mamy po-
chodng, ktora nie znajduje sie w tablicach, np. badamy zmiany
ci$nienia w funkcji temperatury przy statej objetosci, czyli

Jp
dp=|—==| dTI .
b= (57) (7.)

to metoda postepowania jest nastepujaca. Wez wielkos¢, ktoéra ma
by¢ stalta przy obliczaniu pochodnej i wyraz jg jako funkcje dwéch
pozostatych zmiennych. W naszym przypadku jest to V(T p). Na-
stepnie zapisz rézniczke tej wielkosci.

ov ov

dv(T,p) = <8_T> dT + (8—1)) dp =VadT — Vkpdp, (7.7)
p T

i potéz dV = 0, bo interesuje nas zmiana ciénienia, gdy objetosé
jest stata. Wtedy (7.7) i (7.6) sa tozsame, czyli z ich por6wnania

dostaniemy
dp @
dp=|—==) dI'=——dT
b ( oT > v KT ’

dp o
() - o
Druga metoda, przydatna w przeksztalcaniu pochodnych termo-
dynamicznych, jest oparta o analize mieszanych drugich pochod-
nych potencjaléw termodynamicznych, z ktorej wynikajg rela-
cje Maxwella. Na przyklad jedna z takich relacji, podana poni-
zej, opiera sie na analizie drugich pochodnych energii swobodnej

a stad
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Helmholtza:

98\ _ *F(T,V.n)  OF(T,V,n) _ (dp (7.9)
ov )y ovor orov.~ \oT ),

Korzystajac ze wzoru (7.8), dostajemy wysoce nietrywialng zalez-

nos¢:
95\ _ _«a
8V T N KT '

W tym przypadku wybor drugich pochodnych funkcji F/(7T,V,n)
w celu przeksztalcenia pochodnej S po V przy stalym T wynikat
z faktu, ze V' i T sa naturalnymi zmiennymi potencjatu F(T,V,n),
a —9S jest pochodng F po T.

Aby wiedzie¢, czy mozemy zastosowaé tozsamosé Maxwella do

pochodnej
dy
= 1
(5) - (7.10)

musimy ustali¢ jak sg powigzane x, y i z. Je§li x i z lub y i z sa
naturalnymi zmiennymi jakiego$ potencjalu termodynamicznego
(np. T'i p s zmiennymi potecjatu Gibbsa, G(T,p,n), T i V od-
noszg sie do potencjatu Helmholtza, F(T,V,n),a SiV do energii
wewnetrznej, U(S,V,n)), to wystarczy sprawdzi¢, czy y (gdy =
i z sg naturalnymi zmiennymi dla potencjatu) lub z (gdy y i 2
sg takimi zmiennymi) jest pochodng tego potencjatu termodyna-
micznego po jednej z pozostatych zmiennych. Jesli tak, to mozemy
uzy¢ tozsamosci Maxwella do przeksztaltcenia pochodnej (7.10).
Ostatnia metoda przeksztatcania pochodnych polega na za-
mianie zmiennych. Pozwala ona uprosci¢ wiele wyrazen. Na przy-
ktad nie mamy w tablicach zmian wielkosci termodynamicznych
w procesach adiabatycznych (state S), natomiast mamy podane
takie zmiany w procesach izotermicznych (state T"). Jesli wiec li-
czymy jaka$ wielko§é przy stalej entropii, to chcieliby§my prze-
ksztalci¢ wyrazenie tak, by stata byla temperatura. To samo do-
tyczy zmian izobarycznych i izochorycznych; tatwiej wyznaczyé
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zmiany termodynamiczne, gdy stala jest objetosé uktadu niz wte-
dy, gdy state jest ci$nienie. W ogdélnosci metoda wyglada nastepu-
jaco. Niech z = z(z,y) oraz w = w(x,y). Z czterech zmiennych: x,
Y, 2z 1 w, tylko dwie sg niezalezne. Chcemy tak zamieni¢ zmienne,
aby dostac te, ktére wystepuja w podatnosciach termodynamicz-
nych (czyli T, pi V). Mozemy np. traktowaé z jako funkcje z i y
albo jako funkcje x i w, jesli z drugiego réwnania wyznaczymy
y = y(x,w) . W pierwszym przypadku zmiana z w dowolnym

0z 0z
dz = <%>ydm + <8_y>rdy (7.11)

Zalézmy nastepnie, ze traktujemy x i w jako zmienne niezalezne,
a y i z jako zmienne zalezne, i rozwazmy proces, w ktérym w =
const. Mamy woéwczas

procesie wynosi

- (2) s

oraz

0z
dz = <8_x>w dzx. (7.13)

Z podstawienia (7.12) i (7.13) do (7.11), i poréwnania wspo6lczyn-
nikéw przy dr wynika, ze

0z 0z 0z oy
(&)~ (&), (&), (3), oo
Na przyktad dla z =5, . =T, y =V i w = p dostaniemy
85) <85> <85> <8V>
— | = =] +| = — ], (7.15)
<8T » aT ), ov )\ oT »

czyli wyznaczymy c, przez c,, o i ir. Od razu wida¢, ze do jednej
z tych pochodnych mozna zastosowaé przeksztatcenie Maxwella



133

(patrz zmienne (S, V,T)). Inny przykltad to 2 =V, 2 =p, w = S,
a y = T. Dostajemy:

(&)= (&), (@), (&), oo

Rownosé (7.14) mozemy takze wykorzysta¢ do wyprowadzenia
pewnych innych uzytecznych tozsamosci. Mianowicie ktadac w =

z, otrzymujemy
0z 0z oy
== — — 1
’ <8w>y+ (5@/)3; <5w>z’ (710

a stad po zamianie rolami x iy,

() (), o

Z przyrownania (7.17) i (7.18) dostajemy dobrze znany z pod-
staw rachunku rézniczkowego dla funkcji jednej zmiennej wzor
na pochodng funkcji odwrotnej, x = x(y), do funkcji y = y(z),

mianowicie: .
or\ [0y
@)@ o

Fakt ze y jest tu funkcja dwoch zmiennych, x i z, nic nie zmienia,
bo rézniczkujemy przy ustalonej wartosci zmiennej z. Ta réwnosé
jest bardzo uzyteczna i warto ja zapamieta¢. Na przyktad réz-
niczkujac T po V przy stalym p, nie widzimy od razu, ze jest to

1/(aV): B
(g_@p _ <g_¥> - % (7.20)

p

Natomiast mnozac (7.18) obustronnie przez (0y/0z), i stosujac
(7.19) do zmiennych y, z przy stalym z, dostajemy tozsamos¢:

B.@.E)-
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Na koniec rézniczkujac funkcje ztozona: x = z(w, 2), gdzie w =
w(y, z), po y przy ustalonym z, dostajemy

&) -@).G5). o

Jako éwiczenie warto podstawi¢ pod z, y, z i w odpowiednie
zmienne termodynamiczne i zobaczyé, jakie konkretne pochodne
termodynamiczne otrzymamy, stosujac te wzory oraz zobaczyé
w zadaniach, gdzie mozemy zastosowaé powyzsze wzory.

7.1 Zadania

1. Korzystajac tylko z rownania pV = nRT dla gazu doskona-
tego, udowodnij, ze energia wewnetrzna, U, wyrazona jako
funkcja T', V' i n, jest niezalezna od objetosci.

2. Jaka jest postac¢ energii wewnetrznej, U(T,V,n), dla gazu
van der Waalsa, jesli ¢, = 3R/2 oraz

_ BT a
P=0 "y 2

3. Korzystajac z rownania pV = nRT dla gazu doskonalego,
udowodnij, ze entalpia, H, wyrazona jako funkcja T, p i n,
jest niezalezna od cignienia.

4. Wyznaczyliémy eksperymentalnie ciepto wtasciwe w funkcji
temperatury: ¢, = a + bT'. Oblicz zmian¢ entalpii i entropii
przy podgrzewaniu uktadu pod stalym ci§nieniem od tem-
peratury 7}, do Tj.

5. Znajdz zmiane temperatury, dT’, przy zmianie ci$nienia o dp
w procesie adiabatycznym.

6. Pokaz, ze
2
cp — ¢y = Tva” k.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Wyznacz zmiane cidnienia dp przy zmianie objetoéci dV
w przemianie adiabatyczne;.

. Wyrazi¢ zmiane temperatury, (07/0p), w doSwiadczeniu

Joule’a-Thomsona jako funkcje wspoétczynnika rozszerzalno-
Sci cieplnej, «, i ciepla wtasciwego przy stalym cisnieniu,
cp- Poda¢ wzér na temperature inwersji, tj. temperature,
w ktorej gaz w takim procesie bedzie sie oziebial. Policzyé
(0T /0p) iy dla gazu doskonatego.

. Uktad rozpreza sie przy stalej energii wewnetrznej. Obli-

czy¢ (0T/0V), jako funkcje cisnienia, ciepla wlasciwego
przy stalej objetosci, wspotczynnika rozszerzalnosci termicz-
nej oraz $cigliwodci izotermicznej.

G\ _ _p(2V
o ) 01?2 p'

KT — Kg = vTa2/6p.

Udowodnié, ze

Udowodnié, ze

gdzie kg oznacza $ci§liwoé¢ adiabatyczna.

Udowodnié, ze
Cy
KRS = —KT.
Cp
Wyrazi¢ drugie pochodne potencjatu Gibbsa jako podatnos-
ci termodynamiczne.

Dla wielu cieczy i ciat stalych rozszerzalno$é¢ termiczna oraz
Scisliwosé izotermiczna sy praktycznie stale (w zakresie 50
atm i kilkudziesieciu stopni wokoét temperatury pokojowej).
Korzystajac z tego faktu, znajdz przyblizone réwnanie sta-
nu: V = V(T,p), dla cieczy i ciala staltego.
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7.2 Rozwigzania

1. Jezeli U(V,T,n) ma by¢ niezalezne od objetosci, to:

(2) -0 s

Aby przeksztalcié (7.23), skorzystajmy z rownania podsta-
wowego, przy czym dla skupienia uwagi na zmiennych 71 V
polézmy n = const (dn = 0), wiec

dU =TdS — pdV.
Podstawiajac

a8 oS
= | — T _—

) )

do dU, dostajemy

oS
dU = ¢, dT —p+T| == av.
¢ * P <8v> n, T
Teraz mozemy przepisaé (7.23):
ou oS
— =—p+T | = 0. 7.24
<av>n,T P <8V>n,T ( )
7 definicji —S jest pochodng energii swobodnej Helmholtza
po temperaturze:
oF
— =-S. 7.25
<8T>n,v ( )

Rozniczkujac obie strony (7.25) po objetosci i korzystajac

ze zwigzku
oFN - _
o),
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otrzymujemy tozsamosé Maxwella:

PF as dp
avaT"<5V>T"<5f>v' (7.26)

Podstawiajac (7.26) oraz pV = nRT do (7.24), dostajemy

ou Op nRT
(7)., =2 r(5r),, — e e

(7.27)
Tym samym dowiedliémy, korzystajac z réwnania pV =
nRT, ze energia wewnetrzna gazu doskonatego, U(T,V,n),
nie zalezy od objetosci.

2. Korzystamy z wyniku z poprzedniego zadania:

oUu dp
- — T =—=— 2
<(9V>n,T P <8T>W (728)

i podstawiamy do (7.28) rownanie stanu van der Waalsa,

B nRT _a_n2
P=yv—wm v

ouy - _an?
ov)ur V

Calkujac te zaleznoé¢ po V, dostaniemy

Dostajemy stad

CLTL2 CLTL2

U(T,V,n) :nf(T)+/ 72 dV =nf(T) — -

gdzie f(T) jest tylko funkcjg temperatury. Poniewaz

8Tny_ v
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to )
f(r) = /cvdT = §RT
i stad
3 an?

3. Mamy pokazaé, ze

<QH> _o.
8]9 n, T

Skorzystajmy z réwnania podstawowego, przy czym dla sku-
pienia uwagi na zmiennych T i p potézmy n = const (dn =
0), czyli

dH =TdS + Vdp.

Korzystajac z tej rézniczki, dostajemy zwigzek

OH oS
— :V+T<—> . 7.29
<8p>nT ap n, T ( )

) )

7 definicji —S jest pochodng energii swobodnej Gibbsa po
temperaturze (przy stalym ci$nieniu i statej liczbie moli):

0G
(8_T> ~ S (7.30)
n7p
Rozniczkujac obie strony (7.30) po p i korzystajac ze zwiaz-
ku 5
G
(5 ).r ™
8]7 n, T

otrzymujemy tozsamos$é Maxwella:

0*G oS oV
=—(=) =(%) - 31
9pdT <8p>T <8T>p (731
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Podstawiajac (7.31) oraz pV = nRT do (7.29), dostajemy

<5_H> :V_T<a_v> _y By oy
8]? n,T or n,V p
(7.32)

Udowodnilismy, ze entalpia, H(T,p,n), dla gazu doskona-
tego nie zalezy od ciénienia.

4. Przy wzroécie temperatury od 7j, do T} pod stalym ci$nie-
niem, dla ukladu opisywanego cieptem c, = a + bT', dosta-

jemy
AH = TTk cpdT = a(Ty — T),) + g(T,f ~T7)
p
oraz T
AS = T,,k %”dT = aln% + (T}, — T).

5. W odwracalnym procesie adiabatycznym entropia ukladu
(i otoczenia) nie zmienia sie. Oznacza to, ze zmiana tem-
peratury, d1’, przy zmianie cinienia ma by¢ obliczona przy

stalej entropii:
8T>
dl'=(— dp. 7.33
(5). (7.33)

Aby obliczy¢ (0T /0p)s, zapiszmy rozniczke dS(T,p,n) (dla
ustalenia uwagi przyjmiemy n = const):

dS(T,p,n) = <g—§1> dl + <g—i> dp. (7.34)
p T

Poniewaz S = const, to dI' i dp w ponizszej réwnosci sg
rézniczkami obliczanymi przy stalym S:

a8 a3
0= (8_T>pdT + (8—p>po. (7.35)
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Rownanie (7.33) jest tozsame z (7.35). Korzystajac z defini-
cji ¢, oraz z tozsamosci Maxwella (7.31) otrzymujemy:

ne ov ne
0=—2dT — | == | dp = —2dT — Vad
T <8T>p P=T aap,
gdzie « oznacza wspoOlczynnik rozszerzalnosci termicznej;

dostajemy stad
T
ar = 22 ap. (7.36)

p
Czyli aby obliczy¢ zmiane dT' przy adiabatycznej zmianie
dp, wystarczy nam znajomo$¢ «, v oraz c, jako funkcji ci-
$nienia i temperatury. Porownujac (7.36) z (7.33), dosta-

Jemy
(8_T> _ Toa
o) s cp

Jest to jeden z przykladéow, ktére pokazuja, ze kazda po-
chodna termodynamiczng mozna wyrazi¢ przez kilka zna-
nych podatnogci.

. Aby pokazaé, ze

cp — o = Tva? [k, (7.37)

wyobraZzmy sobie proces izobaryczny, w ktérym interesuje
nas zmiana entropii. W wyniku procesu zmienia sie zar6wno
temperatura, jak i objetos¢ ukladu. Najpierw zapiszemy
zmiane entropii jako funkcji 71 V:

oS oS
dS === dT — | dV. 7.38
(or), 27+ (7). (739
Traktujac teraz V jako funkcje T i p, czyli wyrazajac dV

przez dT' i dp, a nastepnie dzielac obie strony (7.38) przez
dT, przy warunku dp = 0, otrzymujemy

<g_§>p - <g_§>v * (%)T (Z—;)p. (7.39)
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7Z (7.39) i z definicji pojemnosci cieplnych mamy

T oS
Cp—Cy = gVa <W>T (7.40)

Korzystajac z relacji Maxwella (7.26), dostajemy

Op
P __V <8T>

Aby przeksztalkci¢ pochodna p po T przy staltym V|, mozemy
wypisaé zaleznosé miedzy temperaturg a objetoécig w pro-
cesie izobarycznym. Poniewaz dla p(T, V) mamy

_ (9 9p
dp = <aT> dT + (av) dv, (7.41)

wiec ktadac dp = 01 dzielac obie strony przez d1', dostajemy
dp Oop oV
= == — — 42
- (r), (), (), oo
ov ov
ve=ve(7),/ (%),

Korzystajac z definicji a (7.3) oraz kp (7.4), dostajemy z po-
wyzszego wzoru zwigzek (7.37). Wynika z niego, ze dla gazu
doskonatego ¢, — ¢, = R.

skad

7. Musimy znalezé pochodng wystepujacag w rownosci

_(9p
dp = <W>s dv, (7.43)

gdzie p = p(V,S), 1 wyrazi¢ jg przez znane podatnosci.
W tym celu wykorzystamy (7.41), traktujac nastepnie T
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jako funkcje V' i S, tzn. wyrazajac dT" przez dV i dS. Na-
stepnie ktadac dS = 0 i dzielgc obie strony przez dV, otrzy-
mujemy:

Op dp oT Op
— | == — — . 7.44
(%), (%), * (7). (&), o
Dwie ostatnie pochodne w (7.44) przeksztalcamy, korzysta-

jac z réwnosci (7.41) i ktadac dp = 0 oraz wypisujac roz-
niczke dS(T,V) i ktadac dS = 0. Stad

o\ _ () [, (v (o) T

2% S_ ov ) oT v oV ) p necy
Po skorzystaniu z definicji « (7.3) i sy (7.4) oraz podsta-
wieniu (7.40) do (7.45) otrzymujemy ostatecznie:

(7.45)

Op op\ ¢ p
— == = = — 7.46
<8V>S <8V>ch Vkre,’ ( )
zatem c
=__7 . 4
dp Vire, dV. (7.47)

Tak zmienia sie cinienie z objeto$cig w przemianie adiaba-
tycznej.

. Poniewaz liczymy pochodng T po p przy statej entalpii, H,

to zaczynamy od obliczenia rozniczki dH (T, p):

OH OH OH

Z rownodci (7.29)

OH oS
- =V+T <—> . 7.48
< 8]9 >n,T ap n, T ( )
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Kladac dH = 0 (bo mamy obliczyé dT' po dp przy stalym

H), otrzymujemy
V4T <§> dp.
ap n, T

Wyrazenie stojace przed dp jest wlasnie poszukiwang po-
chodna (07'/0p) ;;. Korzystajac nastepnie z tozsamosci Max-
wella (7.31), dostajemy

1
a7 = ——
’I’LCp

ar = 2 (Tao—1)dp = <8—T> dp.

Cp ) u
Gdy Ta > 1, temperatura wzrasta, gdy ci$nienie roénie,
a gdy Ta < 1, to temperatura maleje przy wzroscie ci-
$nienia. Stad temperatura inwersji jest wyznaczona przez
warunek Ta = 1. Dla gazu doskonatego Taw = 1, wiec
(0T'/Op) y = 01 gaz nie zmienia swojej temperatury w pro-
cesie izoentalpowym.

9. W tym zadaniu postepujemy podobnie jak w poprzednim.
Rozwazmy U(T,V) (dla ustalenia uwagi n = const) i ob-
liczmy jej rozniczke:

ou ou ou

Z rownosci (7.24)

ou oS

Ktadac dU = 0 (bo mamy obliczyé¢ dT' po dV przy stalym
U), dostajemy

1 oS
dl' = — — T| — dVv.
NCy [ P <8V>n7T v




144

7. Podatnosci termodynamiczne

10.

11.

Wyrazenie stojace przed dV jest wlasnie poszukiwang po-
chodng (0T'/0V');. Korzystajac nastepnie z tozsamosci Ma-
xwella (7.26), znajdujemy

1 dp
T =— — T —
a NeCy [ P <8T>n,V

Korzystajac z (7.41) i (7.42), dostajemy

(), )5 o

Wstawiajac do (7.50), otrzymujemy

dv. (7.50)

1
AT = — (—p+Tﬁ> dv.
ney, KT

Z definicji pochodna G po T jest réwna —S. Pochodna S po

T jest rowna C,/T, gdzie C), jest pojemnoscig cieplng przy
stalym ci§nieniu. Stad

>’G
T<—> =—C). (7.52)
or? ), P

),
op )

wiec po zrozniczkowaniu obu stron (7.52) po p dostajemy

T <82_V> . <%>
or? ), op )

co nalezalo dowiesé.

7 definicji

Aby udowodnié, ze

KT — kg = vTa2/cp, (7.53)
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zacznijmy od rozpisania dV (S,p,n) (zakladamy, ze n =

const):
ov ov
— _ -— . .54
av <8S>pds+<8p>5dp (7.54)

Podstawiajac nastepnie

oS oS
- (3, (5)

do (7.54), otrzymujemy
ov S ov S
v-(5),5),7 (%), (5)
s ),\oT /, o )s o ) r

(7.55)
8V>
X | == dp.
(%),
Zapiszmy teraz dV (T,p,n):
ov ov
= == — | dp. .

dv <8T>pdT+<8p>T D (7.56)

Por6wnujac wyrazy przy dp w (7.55) i (7.56), dostajemy

(&) (&), (@), (&), o

Korzystajac z definicji obu $cigliwoéci: kg = —V 10V /dp)s
i kp = -V Y0V /Op)r, przepisujemy (7.57) w nastepujacej

postaci:
oS 2%
_ - — | =- . 7.58
v+ (), (55), = e 0

Musimy teraz wyrazi¢ dwie nieznane pochodne w wyrazeniu
(7.58). Przepisujemy je, korzystajac z tozsamosci Maxwella:

< oS > 0*G < ov >
—_ —_— = = R = VO[
op)p OpdT oT »
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12.

13.

14.

oraz

<as> PH_(M) s

Porownujac (7.36) z (7.33), dostajemy

<8_T> ~ Twa

W) &

Podstawiajac (0S/0p)r i (0V /0S), do (7.58), dostajemy
Tva?

—Vks =V = —Vkrp. (7.60)
p

Po podzieleniu przez V' dostajemy (7.53).

Rozwigzanie tego zadania znajduje sie w poprzednich zada-
niach. Korzystajac z (7.47), otrzymujemy

Cy
RS = —KT,
Cp

co nalezalo dowiesé.

To zadanie jest opisane w objasnieniach w tej sekcji (zob.
np. (7.2) 1 (7.5)).
Zapiszmy dV (T, p):

ov ov
_ =VadT — dp.
dV <8T> dT+<8p>po Va Vkrdp

Poniewaz xr i a sg state, to mozna tatwo scatkowaé powyz-
szg zaleznogé. Dzielimy jej obie strony przez V i caltkujemy.
W wyniku dostajemy:
In % = o(T = Tp) — kr(p — po)-
0
Stad
V =Voexp[a(T —To) — kr(p — po)] -
Tak zalezy objetosé ciala statego lub cieczy od temperatury
1 ci$nienia.



Rozdzial 8

Przejscia fazowe

Przejscia (przemiany) fazowe kojarzg sie najczeSciej ze zmiang
stanu skupienia substancji, czyli przemiang cieczy w gaz (paro-
wanie), ciala stalego w ciecz (topnienie) lub bezposrednia prze-
miang ciala stalego w gaz z pominieciem cieczy (sublimacja).
Przemiany odwrotne do wymienionych to: skraplanie lub kon-
densacja (przemiana gazu w ciecz), krzepniecie (przemiana cieczy
w cialo state), resublimacja (bezposrednia przemiana gazu w ciato
state). Wszystkie te zjawiska znamy z zycia codziennego. Na przy-
ktad sublimacja wody w stanie stalym wystepuje w przyrodzie,
gdy suche powietrze o temperaturze nizszej od 0°C przeptywa nad
lodem lub éniegiem. Z kolei w wyniku resublimacji wody w stanie
gazowym (pary wodnej) powstaje $nieg i szron. Bardziej spekta-
kularnym przyktadem sublimacji jest zapewne przemiana zestalo-
nego COs, czyli suchego lodu, w stan gazowy. Jest tak dlatego, ze
pod ci$nieniem atmosferycznym (= 1bar) COy nie moze istnie¢
w stanie ciektym. Tak wiec podgrzewanie suchego lodu, zeby go
stopi¢, musi zakonczy¢ sie niepowodzeniem, a wrecz moze mieé
przykre konsekwencje, gdyz zbyt gwaltowna przemiana ciata sta-
tego w gaz moze doprowadzi¢ do wybuchu. Ciekty CO» istnieje dla
ci$nient nieco powyzej b bar, czyli znacznie wiekszych od cisnienia
atmosferycznego.
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Wystepuja tez przemiany fazowe niezwigzane ze zmiang stanu
skupienia. W czystych substancjach towarzyszy im na og6t zmiana
symetrii uktadu: np. przemiany fazowe pomiedzy ré6znymi struk-
turami krystalicznymi lub przemiana cieczy izotropowej w ani-
zotropowg w substancjach ciektokrystalicznych. Inaczej wyglada
sprawa w przypadku mieszanin dwu lub wiekszej ilo$ci sktadni-
kéw. Tu dosyé powszechnym zjawiskiem jest wystepowanie wiecej
niz jednej fazy ciektej. To co je r6zni, to rézna zawarto$é poszcze-
gblnych skladnikéw. Dobrze znamy to zjawisko z zycia codzien-
nego. Na przyktad woda i olej nie mieszajg sie w temperaturze
pokojowej; obserwujemy dwie fazy ciekle, przy czym jedna z nich
zawiera glownie wode, z niewielkyg domieszka oleju (faza bogata
w wode), a druga — glownie olej, z niewielky domieszky wody (faza
bogata w olej).

Zajmujemy sie tu tylko przejéciami fazowymi pierwszego ro-
dzaju, czyli takimi, ktérym towarzysza nieciggle zmiany réznych
wielkoéci fizycznych, np. objetosci molowej lub entropii molowej.
Nieciggla zmiana entropii molowej méwi nam o istnieniu ciepla
przemiany fazowej, ktore jest uwalniane badz pochtaniane w trak-
cie przemiany. Poniewaz przemiana zachodzi pod stalym cisnie-
niem, np. atmosferycznym, wiec ciepto przemiany jest réwne zmia-
nie entalpii molowej, ktorg nazywamy molowg entalpig przemiany.

Informacja o mozliwych fazach, w ktérych dana substancja,
czy tez mieszanina réznych substancji, moze wystepowaé, jest
zwykle przedstawiana w formie graficznej w postaci wykresu (dia-
gramu) fazowego. Mozemy z niego odczytaé zakres parametrow
termodynamicznych, dla ktorego nasz uktad fizyczny (czysta sub-
stancja lub mieszanina) wystepuje w danej fazie. W takim obsza-
rze jednofazowym wszystkie wielkoSci termodynamiczne sg cig-
glymi funkcjami niezaleznych, intensywnych parametréw termo-
dynamicznych. To ze rozwazamy tylko parametry intensywne wy-
nika z faktu, ze ilosci poszczegblnych faz sg nieistotne przy okresla-
niu granic obszaréw ich wystepowania, czyli przejs¢ fazowych. Na
przyktad ciekta woda i 16d pod ci$nieniem atmosferycznym wspot-
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istniejg w temperaturze 0°C niezaleznie od iloéci cieczy i lodu.

W przypadku czystych substancji (jeden sktadnik) sg tylko
dwa niezalezne, intensywne parametry termodynamiczne, przy
czym zwykle wybiera sie cignienie, p, i temperature, T'. Tak wiec
wykresy fazowe przedstawiamy na plaszczyznie Tp. Mozliwy jest
tez inny wyboér, np. temperatura, T, i potencjal chemiczny, u,
albo p i p. Te trzy wielkoéci intensywne maja ten sam chrakter
w tym sensie, ze kazda z nich okresla pewien typ réwnowagi dla
podukladéw danego ukladu. ROowno$é temperatur oznacza row-
nowage termiczna, czyli brak przeptywu ciepta miedzy poduktla-
dami, réwnogé cignien — rownowage mechaniczng, a réwnosé po-
tencjatéw chemicznych — brak przeplywu materii. Tylko rownosé
T, p i p we wszystkich poduktadach gwarantuje stan rownowagi
termodynamicznej dla catego uktadu. Tak wiec warunkiem réw-
nowagi (wspolistnienia) dwoch lub wiekszej liczby faz jest rownosé
temperatur, ci$nien i potencjaléw chemicznych.

Diagram fazowy czystej substancji bywa tez przedstawiany
w zmiennych: temperatura, T, objetos¢ molowa, v (albo gestosc,
p). Nalezy jednak pamietaé, ze o ile v jest takze parametrem in-
tensywnym, to w odr6znieniu od 7', p i u, ktére zmieniajg sie
w spos6b ciggly, objetosé molowa jest nieciggla w przejsciu fazo-
wym pierwszego rodzaju. Na przyktad woda zamarzajac, zwieksza
swojg objetos¢é molowg (16d ptywa po wodzie), mimo ze tempera-
tura i ci$nienie pozostaja stale w trakcie tego procesu. Charakte-
rystyczng cechg diagramoéw fazowych przedstawianych na ptasz-
czyznie Tv jest wystepowanie obszaréw dwufazowych. Oznacza
to, ze dla danej temperatury pewien zakres objetosci molowych
nie odpowiada zadnej pojedynczej fazie. Na przyktad w tempe-
raturze przemiany wody w 16d objeto$¢ molowa, v, wieksza od
objetosci molowej wody i mniejsza od objetosci molowej lodu
(Vwody < U < Ujody) Nie moze odnosi¢ sie do pojedynczej fazy.
W tym przypadku v oznacza $érednig objetoéé¢ molowa uktadu,
ktory zawiera zarowno cieklty wode, jak i 16d w okreslonych pro-
porcjach (proporcje te wynikaja z regulty dzwigni).
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8.1 Podstawy termodynamiczne przejsé fa-
zowych

Przypomnimy tu podstawy opisu przej$¢ fazowych w ramach ter-
modynamiki. Jak wiemy, energia wewnetrzna uktadu, U, moze
sie zmienia¢ na skutek: (1) przeplywu ciepta, @, (2) wykonania
pracy, W, (3) przeplywu materii, Z, czyli

AU=Q+ W+ Z.

Dla proceséw odwracalnych infinitezymalne ilosci ciepta, Q¢ =
TdS, pracy, We = —pdV, oraz strumienia materii, Z,; = udn,
po zsumowaniu dajg infinitezymalng zmiane energii wewnetrznej
uktadu,

dU =TdS — pdV + pdn. (8.1)

Energia wewnetrzna jest funkcja stanu, a wiec zalezy tylko od
stanu uktadu, a nie od procesu, ktéry do tego stanu doprowadzit.

Jesli uktad zawiera wiecej niz jeden sktadnik, to modyfikacji
ulega ostatni wyraz w wyrazeniu (8.1). Zamiast liczby moli czystej
substancji, n, mamy teraz r zmiennych: ny,...,n,, ktére okre-
$laja w molach ilosci wszystkich r sktadnikéw. 7 kazdg zmienng
n; zwigzany jest potencjal chemiczny i-tego sktadnika, u;, a wy-
razenie:

T
dU =TdS — pdV + > pidn;, (8.2)
i=1
stanowi uogolnienie (8.1) na uktad wielosktadnikowy.

Zal6zmy teraz, ze uktad sktada sie z dwoch poduktadow, ktore
znajduja sie w tej samej temperaturze, T', (rownowaga termiczna)
i pod tym samym ci§nieniem, p, (réwnowaga mechaniczna), oraz
ze nie ma zadnych przegrod, jak np. blony pélprzepuszczalne,
utrudniajgcych wymiane materii miedzy poduktadami. Mozna po-
kazaé, ze w stanie rownowagi termodynamicznej potencjaty che-
miczne kazdego sktadnika sg jednakowe w obu poduktadach, tj.:

Mgl) _ /%(2)7 dlai=1,...,7. (8.3)
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Warunek (8.3) odpowiada brakowi makroskopowych przepltywow
materii pomiedzy poduktadami. Pamietajmy, ze réwnos¢ dotyczy
tylko potencjatéw chemicznych tego samego skladnika! W ogol-
nodci potencjaly chemiczne réznych sktadnikéw réznig sie.

Jesli istniejg fizyczne bariery dla przeptywu jakiegos sktadnika
(lub sktadnikoéw), jak np. w zjawisku osmozy, to réwnosé¢ (8.3)
dotyczy tylko tych sktadnikéw, dla ktérych takich barier nie ma.
Przyktadowo, jedli istnieje btona nieprzepuszczalna dla czasteczek
sktadnika 1, a przepuszczajaca pozostate sktadniki, to warunek
réwnowagi termodynamicznej przyjmuje postaé:

,ugl) = ,ugz), dlai=2,...,r.

Uwaga! Wéwczas jednak ciénienia po obu stronach btony sa rézne.
Zeby to pokazaé¢, postuzymy sie rownaniem Gibbsa-Duhema:

SdT - Vdp+ > nidp; =0, (8.4)
i=1

ktore wynika ze zwiazku (8.2) oraz z wyrazenia

U=TS—pV+> pini, (8.5)

i=1

bedacego konsekwencja ekstensywnosci energii wewnetrznej U.
Na mocy rownania (8.4) sposrod r + 2 parametrow instensyw-
nych: T, p, p1, ..., r, 7+ 1 mozna zmieniaé¢ niezaleznie od siebie.
Na przyktad mozemy traktowaé¢ p jako funkcje T' i r potencja-
6w chemicznych. W przypadku dwéch poduktadéw w stanie row-
nowagi termodynamicznej zwiazek (8.4) obowigzuje dla kazdego
poduktladu z osobna. Jesli wiec i temperatura, i wszystkie poten-
cjaly chemiczne sg jednakowe w obu poduktadach: ,ul(.l) = ,u§2) dla
1 =1,...,r, to oczywiscie takze ci$nienia muszg by¢ jednakowe.
Natomiast w przypadku istnienia barier dla swobodnego prze-
plywu pomiedzy poduktadami czasteczek niektérych sktadnikow,
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potencjaty chemiczne tych sktadnikéw sg na ogédl inne w kazdym
podukladzie (mozna je powigzac ze sktadem mieszaniny w danym
poduktadzie), wiec i ciSnienia bedg sie rozni¢. Wrocimy jeszcze do
tego zagadnienia w nastepnym rozdziale.

Regula faz Gibbsa

Reguta faz Gibbsa jest ogélnym zwigzkiem, z ktérego mozna uzy-
ska¢ informacje o maksymalnej liczbie faz mogacych wspoétistnieé¢
w uktadzie o r sktadnikach, jak réwniez o liczbie parametréw ter-
modynamicznych, ktére mozna niezaleznie zmieniac, tak by okre-
§lona liczba faz, f, pozostawala caly czas w réwnowadze ze sobg
(wpolistniala). Liczbe takich niezaleznych parametrow nazywamy
liczbg stopni swobody, [;. Matematyczne sformutowanie reguly faz
Gibbsa ma nastepujaca postac:

la=r—f+2; (8.6)

wynika ona z prostych rozwazan nad liczbg zmiennych i liczbg
rownan. Mianowicie traktujemy kazda faze jako odrebny podu-
ktad, przy czym wszystkie poduktady pozostajg w stanie réw-
nowagi termicznej i mechanicznej, wiec temperatura i ci$nienie
sg jednakowe w calym ukladzie. Ponadto warunek réwnowagi ze
wzgledu na przeplyw materii pomiedzy poduktadami oznacza, ze
potencjal chemiczny kazdego sktadnika ma te samg warto$é¢ we
wszystkich poduktadach, co daje f — 1 warunkéw dla kazdego
skladnika. Na przyklad dla dwoch faz, ktore oznaczymy jako «
i3, mamy u = ,uf , czyli jeden warunek dla kazdego sktadnika.
Dla trzech faz: «, 3, v, bytoby us = ,uiﬂ = ], co oznacza dwie
niezalezne réwnoéci, np. uf' = ,uf i pu® = p (wynika z nich juz,
ze ,uiﬁ = ), itd. Tak wiec mnozac f — 1 przez liczbe skladnikéw,
otrzymamy r(f — 1) niezaleznych réownan, ktére musza spelniaé
potencjaly chemiczne w warunkach wspoélistnienia f faz. Z kolei
rownanie (8.4) méwi nam, ze przy ustalonych 7' i p w kazdym
poduktadzie (fazie) r — 1 potencjaléw chemicznych moze zmie-
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nia¢ sie niezaleznie, co po pomnozeniu przez liczbe faz daje w su-
mie f(r — 1) niezaleznych potencjaléw chemicznych. Uwzglednia-
jac fakt, ze T i p catego uktadu takze mozna zmieniaé, widzimy,
ze calkowita liczba niezaleznych zmiennych intensywnych wynosi
f(r—1)4+2. Odejmujac od tej liczby r(f — 1) zwigzkéw pomiedzy
potencjatami chemicznymi, dostajemy liczbe niezaleznych para-
metréw termodynamicznych, ktére mozna zmienia¢ bez zmiany
liczby faz, czyli regute (8.6).

Rozwazmy najpierw przypadek jednej fazy (f = 1). Z (8.6)
dostajemy natychmiast I; = r + 1, co jest oczywidcie w zgodzie
z rownaniem (8.4). Te r+ 1 niezaleznych zmiennych rozpina prze-
strzenn parametréw, w ktoérej mozna przedstawi¢ wykres fazowy
dla uktadu o r sktadnikach. Gdy r = 1, tymi parametrami sg
na og6t T' i p. Przypadek [; = 0 odpowiada punktowi w naszej
r + 1 wymiarowej przestrzeni parametréow. Poniewaz [, > 0, wiec
na mocy (8.6) maksymalna liczba faz, ktore moga wspolistnie¢
w uktadzie o r sktadnikach, wynosi fa. = r + 2 (punkt na dia-
gramie). Na przyklad w czystej substancji (r = 1) mogg mak-
symalnie wspolistnie¢ trzy fazy (punkt potrojny na ptaszczyznie
pT).

8.2 Przejscia fazowe w czystych substan-
cjach

Pozostalty czesé tego rozdzialu poswiecimy przejSciom fazowym
w czystych substancjach (r = 1). Przypomnijmy, ze typowy dia-
gram fazowy dla czystej substancji, przedstawiony w zmiennych
p, T, sktada sie z trzech linii wspoélistnienia dwoch faz: ciecz-gaz,
ciecz-cialo state oraz ciato state-gaz (Rys. 8.1). Te trzy linie zbie-
gajg sie w punkcie potrojnym. Tak wiec wpoélistnienie trzech faz
ma miejsce jedynie dla $ciéle okreélonych wartosci temperatury
i ci$nienia. Natomiast w przypadku wspotistnienia dwoch faz war-
to$¢ cignienia mozna zmienia¢ w pewnym zakresie, dostosowu-
jac odpowiednio temperature. Na przyktad temperatura wrzenia
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wody wysoko w gorach, gdzie cisnienie atmosferyczne jest znacz-
nie ponizej 1atm, jest nizsza od 100 °C. Temperatura topnienia
lodu takze zalezy od ci$nienia, z tym ze, po pierwsze, wzrostowi
ci$nienia towarzyszy spadek temperatury topnienia, a po drugie,
efekt jest duzo stabszy niz w przypadku przemiany ciecz-para.

punkt
ciato krytyczny
stale ciecz

;\)unkt gaz

potréjny

T
Rysunek 8.1: Wykres fazowy typowej czystej substancji.

Drugim charakterystycznym punktem na diagramie fazowym
czystej substancji jest punkt krytyczny. W punkcie tym koticzy sie
linia wspélistnienia ciecz-gaz, a wiec znika réznica miedzy dwiema
fazami. Lepsze zobrazowanie tego zjawiska uzyskamy, przedsta-
wiajac diagram fazowy w zmiennych v, T' (Rys. 8.2). Widzimy, ze
punkt krytyczny ogranicza od gory obszar dwufazowy, w ktérym
ciecz i para sg ze sobg w réownowadze. W punkcie tym réznica
miedzy faza ciekly i gazowa catkowicie znika; w szczegolnosci ob-
jetosci molowe obu faz stajg sie identyczne. Prosta konsekwen-
cja istnienia punktu krytycznego jest mozliwosé przeprowadzenia
gazu w ciecz lub cieczy w gaz w sposob ciggly, tzn. tak, ze w trak-
cie procesu nie pojawia sie menisk, czyli fizyczna powierzchnia
oddzielajaca ciecz od pary.
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T

Tk:r |

ciecz para

obszar
dwufazowy

v
Vkr

Rysunek 8.2: Wykres fazowy czystej substancji w zmiennych v, T; vg, i Thr
oznaczaja wspdélirzedne punktu krytycznego.

Roéwnanie Clapeyrona

Jak juz wspomnieliémy, dwie fazy mogg pozostawa¢ w réwno-
wadze w pewnym zakresie ci$nien i temperatur, z tym ze zgod-
nie z regula faz Gibbsa tylko jeden parametr mozna zmieniac
niezaleznie. Na przyklad, jesli jako zmienng niezalezng wybie-
rzemy temperature, to ciSnienie wspolistnienia, p,,, jest funkcjg 7":
pw = Pw(T). Z kolei wybierajac jako zmienng niezalezng ci$nienie,
wspolistnienie bedziemy obserwowaé¢ w temperaturze T' = Ty, (p).
Mozna pokazac (zob. zad. 6), ze nachylenie linii p = p,,(T") (lub
T = Ty(p)) jest zwigzane ze zmiang entropii molowej i objeto-
$ci molowej w przemianie fazowej, a dokladniej, ze stosunkiem
tych dwoch wielkosci. Jest to wlasnie réwnanie Clapeyrona, ktore
zapisujemy zwykle jako

dp > dp, As
@ = 28 (8.7)
< dr wspdtistnienie dr Av



156 8. Przejécia fazowe

chociaz réownie dobrze mozemy napisaé:

(dT) _dT,  Av
dp wspdotistnienie dp As’

tutaj ci$nienie jest zmienng niezalezna, a temperatura wspotist-
nienia jest jego funkcjg. Jesli wspoélistniejace fazy oznaczymy jako
aif, to As = s% — s* oznacza zmiane entropii molowej w prze-
mianie fazy o w faze 3, a Av = v® — v® oznacza zmiane objetosci
molowej w tej przemianie. Pamietajmy, ze s, v® oraz s°, v® od-
noszg sie do wartosci temperatury i ci§nienia we wspotistnieniu.
Moéwigc Scislej, zeby wyznaczyé s@ i v® musimy odej$¢ infinite-
zymalnie od linii wspoélistnienia w kierunku fazy «; w przypadku
fazy [ postepujemy analogicznie. Zauwazmy, ze poniewaz wspol-
istnienie oznacza réwnos¢ potencjaléw chemicznych, czyli waru-
nek Ap = pf —p® = 0, wiec indeks wspdtistnienie mozna zastapic
indeksem Ay = 0, np.

() ey~ (i)
dr wspétistnienie dr Ap=0

Poniewaz w przemianie fazowej As jest zwigzana ze zmiang
entalpii molowej rownaniem: Ah = TAs (bo h=Ts—pu, a Ay =
0), wiec rownanie Clapeyrona czesto przedstawia sie w postaci:

d dpw, _ Ah
<_p> _dpw _ A 58)
dT wspdtistnienie dr TAv

Jest to o tyle wygodne, ze Ah ma sens ciepla przemiany, ktérego
zmiany z temperaturg mozna czesto zaniedbaé, co w szczegblnych
przypadkach pozwala scatkowaé¢ rownanie (8.8).

8.3 Zadania

1. Zamiast temperatury i ci$nienia do opisu stanu czystej sub-
stancji mozna uzy¢ temperature, 7', i objeto$¢ molowa, v,
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jako zmienne niezalezne. W oparciu o ten zestaw zmien-
nych przeprowadzié¢ rozumowanie prowadzgce do reguly faz
Gibbsa: [ = 3 — f, gdzie [, oznacza liczbe stopni swobody
uktadu, a f liczbe faz.

2. 7 réwnania Gibbsa-Duhema wynika, ze mozemy traktowaé
ci$nienie jako funkcje temperatury i potencjaléw chemicz-
nych wszystkich sktadnikow: p = p(T, pu1,...,ur). Na tej
podstawie zapisa¢ warunek réwnowagi termodynamicznej
dla f faz i wyprowadzi¢ regute faz Gibbsa (okregli¢ liczbe
zmiennych i liczbe réownar).

3. W uktadach wielosktadnikowych potencjaly chemiczne moz-
na traktowaé jako funkcje temperatury, ci$nienia i r — 1
utamkéw molowych (utamki molowe x; = n;/ Y %_; n; su-
mujg sie do jednosci). Napisa¢ warunki rownowagi termody-
namicznej dla f faz i wyprowadzi¢ stad regule faz Gibbsa,
uwzgledniajac fakt, ze sklady wspotistniejacych faz sa na
ogdt rozne.

4. Jaki jest wymiar obszaru odpowiadajacego wspoélistnieniu
trzech faz w ukladzie ztozonym z dwoch skladnikow.

5. Jaka jest minimalna liczba skladnikéw tworzacych uklad,
w ktérym wspoélistnieje 5 faz?

6. Rozwazamy czysta substancje. Wyprowadzi¢ réwnanie Cla-
peyrona (zob. (8.7) i (8.8)), wychodzac z warunku réwnosci
potencjatéw chemicznych oraz rownania Gibbsa-Duhema:

sdT —vdp +dp =0
(rownanie (8.4) dla czystej substancji, czyli dla r = 1), gdzie

s jest entropig molowa, v jest objeto$ciag molowa, a u jest
potencjatem chemicznym.
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10.

11.

12.

Rozwazamy czysta substancje. Wzorujac sie na poprzednim
zadaniu, wyprowadzi¢ rownanie na pochodng dyu/dT liczong
wzdtuz linii wspétistnienia dwoch faz.

. nmoli czystej substancji znajduje sie pod stalym ci$nieniem

piw stalej temperaturze T, bedacej temperaturg przemiany
fazy o w faze 5. Od momentu rozpoczecia przemiany o — 3
do uktadu dostarczono ciepto ), doprowadzajac do powsta-
nia uktadu dwufazowego, po czym uktad izolowano termicz-
nie. Jaka jest wzgledna ilo§¢ kazdej fazy w ukladzie, jesli
entalpia molowa dla tej przemiany wynosi Ah?

. Poczatkowo w uktadzie zawierajacym n moli czystej sub-

stancji i izolowanym termicznie faza «, o objetosci molowej
v®, pozostaje w réwnowadze z faza 3, o objetosci molowej
vP. Nastepnie do uktadu dostarczono ciepto QQ w procesie
izotermiczno-izobarycznym, w wyniku ktérego faza o ule-
gla czedciowej przemianie w faze (3. Po zakoriczeniu tego
procesu zawarto$¢ fazy o wynosita nj}. Wyznaczy¢ $rednig
objetos¢ molowa uktadu na poczatku i na konicu procesu.
Entalpia molowa dla tej przemiany wynosi Ah.

Rozwazmy przemiane fazowa o — 3, w ktorej faza 3 jest
gazem, a faza a cieczg albo cialem stalym. Traktujac pare
jako gaz doskonaly, znalezé¢ zalezno$é ci$nienia od tempe-
ratury na krzywej wspoélistnienia a—3. Przyjaé, ze entalpia
przemiany Ah nie zalezy od temperatury.

Przyjmujac, ze dla przemiany lodu w wode w temperatu-
rze Tp = 273K (0°C) pod cisnieniem 1bar zmiana ob-
jetosci molowej i entalpia przemiany wynoszg, odpowied-
nio, Av = —1,7cm?/mol oraz Ah = 6,01kJ/mol, obli-
czy¢ cisnienie, przy ktérym temperatura zamarzania wynosi
—10°C. Zaniedba¢ zaleznos¢ Av i Ah od temperatury.

Pewna substancja przechodzi z fazy statej do ciekltej pod
ci$nieniem 1bar w temperaturze 350 K. Objetosci molowe
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13.

14.

15.

16.

17.

wynosza, odpowiednio, v* = 160cm?/mol oraz v¢ = 163
cm3 /mol. Pod ci$nieniem 100 bar temperatura topnienia wy-
nosi 351 K. Obliczy¢ entalpie topnienia.

Entalpia parowania pewnej cieczy w 180K i pod ci$nieniem
1bar wynosi 14,4kJ/mol. Znalez¢ temperature wspotistnie-
nia ciecz-para pod dwukrotnie wyzszym ci$nieniem. Zanie-
dbaé¢ zalezno$¢ entalpii parowania od temperatury.

W poblizu punktu potréjnego amoniaku cinienie pary nad
powierzchnig cieczy, wyrazone w atmosferach, zmienia sie
z temperaturg (podang w kelvinach) jak Inp, = 15,16 —
3063K/T, a nad powierzchnig ciala stalego jak Inp, =
18,70—3754 K /T'. Obliczy¢ cidnienie i temperature w punk-
cie potréjnym oraz entalpie parowania, sublimacji i topnie-
nia.

Jest suchy zimowy poranek. Temperatura wynosi —5 °C. Ci-
$nienie pary wodnej jest rowne 2 Tr. Czy zniknie szron z na-
szych szyb? Cignienie w punkcie potréjnym wody wynosi
0,006 bar, a entalpia sublimacji 51kJ/mol. Przy jakim ci-
$nieniu pary wodnej szron moze sie utrzymac?

Pewna ciecz wrze w temperaturze Ty = 368K (95°C) na
gorze o wysokosci ‘H (nad poziomem morza) i Ty = 378K
(105°C) u podnoéza goéry na wysokosci Hy. Entalpia paro-
wania wynosi Ah = 45kJ/mol. Oszacowaé¢ wysoko$¢ gory,
przyjmujac, ze temperatura powietrza wynosi 20°C. Wska-
z6wka: wykorzysta¢ wzor barometryczny.

Pokazaé, ze jesli réznica rozszerzalnosci cieplnych dwoéch faz
jest do pominiecia, to pochodna Ah/T po temperaturze,
gdzie Ah = h® — h® oznacza entalpie przemiany, mozna
wyrazi¢ wzorem:

d(AR/T) A,
ar T’
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18.

19.

8.4

. B a e L.
gdzie Ac, = ¢ — ¢, oznacza roznicg ciepel wlasciwych przy

stalym ci$nieniu dla wspélistniejacych faz.

Korzystajac z wyniku poprzedniego zadania, znalezé zalez-
no$¢ Ah od temperatury w przedziale Ty < T < T1, przyj-
mujac, ze ¢, dla kazdej z faz ma postac liniowej funkcji tem-
peratury: c]ig =a'(T —Tp) + b, i = o, 5.

W ustalonej objetosci V' znajduje sie n moli czystej substan-
cji. Poczatkowa temperatura i cisnienie sg takie, ze w ukla-
dzie wspolistniejg dwie fazy: faza « i faza 3. Nastepnie do
uktadu dostarczamy ciepto w procesie odwracalnym, w trak-
cie ktorego ani n, ani V' nie zmieniajg sie. W stanie ko¢owym
fazy o i B w dalszym ciggu wspoélistnieja, a zmienily sie je-
dynie ich proporcje. Wyprowadzi¢ réwnanie wigzace zmiane
temperatury z cieptem dostarczonym do uktadu.

Rozwigzania

. Poniewaz T i v sg tu zmiennymi niezaleznymi, wiec pu =

w(T,v) ip=p(T,v). Warunek rownowagi f faz zapisujemy
jako

p(T,v®) = (P (T,0%) = ... |

p* (T, v%) :pﬁ(T,vﬁ) e

gdzie indeksy «, 03,... odpowiadaja réznym fazom. Mamy
zatem 2(f — 1) rownosci oraz f + 1 zmiennych, gdyz ob-
jetosci molowe réznych faz ro6znig sie. Odejmujac od liczby
zmiennych liczbe rownan, dostajemy:

lb=f+1-2(f-1)=3—f.

Tak wiec I jest liczbg niezaleznych parametréow termody-
namicznych, ktére mozemy zmieniaé, nie zmieniajac liczby
wspoOlistniejgcych faz.
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2. W warunkach réwnowagi termodynamicznej temperatura,
potencjaly chemiczne oraz ci§nienie muszg byé jednakowe
we wszystkich fazach, zatem

pa(Thul)"-vMT) :pﬁ(T,Ml,...,,UT) =

Daje to f — 1 rownan na r + 1 zmiennych, skad
ls=r+1—-(f-1)=r—f+2.

3. T'i p sy takie same dla catego uktadu, wiec warunek réwno-
wagi f faz sprowadza sie do rownoéci potencjatéow chemicz-
nych:

ud(Typ,xf, ... e ) = M?(T,p,:nf, ... ,xf_l) =

Daje to r(f — 1) warunkéw na (r — 1) f + 2 zmienne, skad

ls=r—f+2

4. Mamy f=31ir =2, wiec [y = 1.

5. Mamy f = 5, a minimalna liczba sktadnikéw odpowiada
ls =01 wynosi ry;m =f —2=3.

6. Rownanie Gibbsa-Duhema (8.4) dla kazdej z faz ma postac:
dp® = —s%dT 4+ v%dp,  dpP = —s%dT + vPdp.

Poniewaz pu® = p® na linii wspoélistnienia, wiec jesli wez-
miemy punkty 1 i 2 lezace na tej linii i policzymy zmiany
potencjatéw chemicznych: p§ — uf i ,ug — py, to réwniez
dostaniemy réwnosé: ug — pf = ,ug — ,uf . W szczegolnosci
dotyczy to infinitezymalnych przyrostow, wiec du® = du’.
Po skorzystaniu z rownania Gibbsa-Duhema dostajemy wiec

(57 — sNdT = (v° — v®)dp,



162

8. Przejscia fazowe

czyli
(@) _ Qs _ Ak
dr wspotistnienie Av TAv

Inny spos6b wyprowadzenia réwnania Clapeyrona, to sko-
rzystanie z faktu, ze liczymy pochodng p po T przy ustalonej
wartosci Ap, ktora jest rowna zeru we wspolistnieniu, czyli

() ey~ (i)
dr wspétistnienie dr Ap=0

Korzystajac z tozsamosci (zob. (7.21))

(3).(2), (&),

mozemy napisac:

() - owom, o
AT ) p,=o (0Au/Op)r  Av’

przy czym w ostatniej rownosci skorzystaliémy z réwnania
Gibbsa-Duhema.

Jak wynika z tredci zadania, zmiennymi niezaleznymi opisu-
jacymi pojedyncza faze musza tu by¢ temperatura i poten-
cjal chemiczny. Stosownie do tego rownanie Gibbsa-Duhema
(zob. (8.4)) dla kazdej z faz zapisujemy jako:

dp® = s®p®dT + p®dp,  dp’ = s"pPdT + pPdy,

gdzie p = 1/v oznacza gestos¢ (liczbe moli na jednostke
objetosci), natomiast sp = S/V jest entropig na jednostke
objetosci. Na linii wspolistnienia mamy p® = p? oraz dp® =
dpP, skad

(" = p™)dp = —(s"p” — s%p®)dT,
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< dp > __A(sp)
dr wspotistnienie Ap

Drugi spos6b wyprowadzenia jest analogiczny jak w po-
przednim zadaniu. Mianowicie traktujemy p jako funkcje T
ip, i rézniczkujemy wzgledem T przy ustalonym ci$nieniu,
odpowiadajacym wspoélistnieniu o z  w temperaturze 7.
Poniewaz ciénienie, jako funkcja temperatury i potencjatu
chemicznego, ma r6zng postaé¢ w fazach « i (3, odpowiednio,
p®(T, 1) oraz p°(T, j1), wiec wartos¢ ju, a stad takze wartosé
p, dla ktoérej zachodzi wspoélistnienie w danej temperaturze,
wynika z warunku Ap = p® — p? = 0. Stad

() ey~ (i)
dr wspdlistnienie dr Ap=0

(08p/OT), __ Alsp)

(0Ap/ouw)r — Ap

czyli

Podsumowujac to i poprzednie zadanie, widzimy, ze po-
chodne dp/dT i du/dT moéwiag nam jak zmienia sie ciSnienie
i potencjal chemiczny z temperaturg wzdtuz linii wspoélist-
nienia; sg one ciggltymi funkcjami temperatury. Natomiast
wartoéci pochodnych: (0u/0T),, (Op/0p)r oraz (Op/0T ),
(Op/Ou) zalezg od tego, czy zblizamy sie do wspolistnienia
od strony fazy «, czy od strony fazy (3, sa wiec nieciggte na
linii wspolistnienia, chociaz u(7T,p) i p(T, n) sg funkcjami
cigglymi. Takie zachowanie jest charakterystyczne dla prze-
mian fazowych pierwszego rodzaju, takich jak parowanie,
topnienie, czy sublimacja.

8. Poniewaz przed rozpoczeciem dostarczania ciepta byta tylko
faza «, wiec liczbe moli fazy  wyznaczamy ze stosunku:

n® = Q/Ah.
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Stad stosunek liczby moli w obu fazach wynosi:

o Q
n® n—-n nAh—Q’

co mozna tez zapisa¢ w postaci reguty dZwigni:
n’(nAh — Q) = n®Q.

Wynika z niej, ze jedli @ = nAh, to n® = 0, czyli faza «
zostata catkowicie przeksztalcona w faze 3.

. Srednig objetos¢ molowa definiujemy jako:

v = % + 2P,

gdzie 2@ = n/n, 2’ = 0P /n, n®+nP = n, cayli 242 = 1;
stad
v =2+ (1 — 290° =0 — 2%Av, (8.9)

gdzie Av = v% — v®. Utamek molowy fazy « na koricu pro-
cesu, xj = n{/n, jest dany, natomiast zeby obliczy¢ Srednig
objeto$¢ molowg na poczatku procesu, vy, musimy najpierw
znalez¢ x). Z tresci zadania wynika, ze ilos¢ fazy « na po-
czatku procesu, ny, byla wigksza niz na koncu, ny, wiec
z bilansu ciepta dostajemy:
Q@ = (n, —ny)Ah,
skad
Q/n=q= (a8 —af)Ah.

Wyznaczajac stad x, i wstawiajac do wzoru (8.9), dosta-
jemy ostatecznie

v, = 07 — (28 + q/Ah)Av = vy, — gAv/Ah,

gdzie v, = vf — i Av.
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10.

11.

12.

Nalezy scatkowa¢ réwnanie (8.8) przy zalozeniu, ze Av =
199 = RT/p (bo v9%%% > v©€#¥) skad wynika réwnanie
Clausiusa-Clapeyrona:

dlnp,  Ah
dl RT?*
Zaniedbujac zaleznosé Ah od T', dostajemy po scatkowaniu
od temperatury odniesienia 7Ty do 7"

P = (5 7)

Ze scalkowania rownania (8.8) dostajemy

Ah
pw(T) = pw(TO) + A— IH(T/T())
v
Po podstawieniu liczb mamy:
Ah/Av = —3,54 x 10°N/m? = —3,54 x 10" bar

oraz T/Ty = 263/273, skad In(T/Tp) = —0,0373. Ostatecz-
nie dostajemy

puw(T) = puw(Ty) + 1320 bar.

Tak wiec obnizenie temperatury topnienia lodu o 10°C wy-
maga ci$nienia ponad 1300 razy wiekszego od cisnienia at-
mosferycznego.

Poniewaz chcemy wyznaczyé Ah, wiec nalezy tylko prze-
ksztatci¢ wzor z zadania 11:

[Pw(T) — pu(To)]Av

Ah = In(T/Tp)

Mamy Av = v¢ — v* = 3em?/mol, Ty = 350K, T = 351K,
pw(To) = 1bar, p,(T) = 100bar, In(T/Tp) = 2,85 x 1073,
zatem Ah = 1,04kJ/mol.
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13.

14.

15.

Chodzi tu o przemiane cieczy w gaz, wiec korzystamy z réw-
nania Clausiusa-Clapeyrona (zob. zad. 10). Po przeksztal-

ceniu dostajemy:
1 1 R | pw(T) 8,314J/K mol
_—_— Y = n =
Ty, T Ah  |po(To) 14,4kJ /mol

=4x 104K,

In2

astad T =194K.

Mamy dane dwie linie wspélistnienia: ciecz-para oraz cialo
state-para. Wspolrzedne punktu potrdéjnego, (13,ps3), wy-
znaczamy z przeciecia sie tych linii, czyli:

15,16 — 3063 K /T3 = 18,70 — 3754 K /T3,

skad T3 = 195,2K, p3 = 0, 588 atm.

Entalpie parowania i sublimacji znajdujemy, korzystajac z
faktu, ze w funkcji p,, (T') wspotczynnik przy —1/T to Ah/R
(zob. zad. 10), zatem

Ahparowania = 3063K x 8,314 /K mol = 25,466 kJ /mol,
Ahguptimacji = 3754K x 8,314 J /K mol = 31,211kJ /mol.

Natomiast entalpie topnienia obliczamy, korzystajac z faktu,
ze entalpia jest funkcja stanu, wiec przemiane cialo stale-
ciecz mozna zlozy¢ z dwoch przemian: cialo state-gaz oraz
gaz-ciecz, wobec czego

Ahtopmem'a = Ahsublimacji + Ahsk:raplam'a
= A}‘Lsublimacjz' - Ahparowcmia = 5,745 kJ/m()l

Obliczymy najpierw ci$nienie na linii sublimacji, odpowia-
dajgce temperaturze —5°C, czyli T = 268 K, korzystajac ze
wzoru (zob. zad. 10):

In |:pw(T):| o Ahsublimacjz‘ < 1 1) ’

Puw(T5) R T, T
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16.

gdzie za temperature punktu potréjnego przyjmujemy 273
K. Po podstawieniu p,,(273) = ps = 0,006 bar dostajemy:

Pw(268) = p,y(273) exp(—0,419) = 0,004 bar.

Ciénienie pary wodnej wynosi 2Tr = 0,0027 bar i jest wy-
raznie ponizej ci$nienia, przy ktérym nastepuje sublimacja
w temperaturze —5°C. Szron moze sie utrzymywaé tylko
dla cignienia pary bliskiego cignieniu sublimacji dla danej
temperatury. Tak wiec szron zniknie z szyb.

Wyprowadzimy najpierw wzér barometryczny. Wynika on
z faktu, ze w wyniku grawitacji ci$nienie gazu spada z wy-
sokoécig. Sita grawitacji dzialajaca na stup gazu o wysoko-
Sci dH i gestosci masy pyn, jest rownowazona przez réznice
ci$nien, dp = —pn,(p)gdH, gdzie g oznacza przyspieszenie
ziemskie. Poniewaz p,, = Mp, gdzie p = 1/v, a M oznacza
mase 1 mola, wiec zakladajac, ze gaz jest doskonaly (czyli
p = RTp), dostajemy:

D
_ = Mol an
dp=—MgpdH = —Mg T dH

Wynika stagd wzor barometryczny, czyli zwigzek pomiedzy
ci$nieniem gazu i wysokoscig:

Mg
lub
B Mg(H — Hy)
P = Po €Xp _—RT )

przy czym T oznacza tu temperature powietrza. Przy wy-
prowadzaniu tego wzoru zrobili§my zalozenie, ze T’ nie zmie-
nia sie z wysokoécig. Chociaz w ogélnoéci nie jest to prawda
do naszych celéw takie przyblizenie jest wystarczajace.

Zjawisko wrzenia polega na tworzeniu sie pecherzykéw pary
w calej objetosci cieczy. Zachodzi ono, gdy podgrzewamy
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ciecz w otwartym naczyniu, na ktére dziala ci$nienie atmos-
feryczne. Gdy temperatura cieczy jest na tyle wysoka, ze
ci$nienie wspélistniejacej z nig pary zréwna sie z ciénieniem
atmosferycznym, nastepuje wrzenie. Patrzac na diagram fa-
zowy (Rys. 8.1), widzimy, ze temperatura wrzenia zalezy od
ci$nienia zewnetrznego wywieranego na ciecz i jest tym niz-
sza im nizsze jest ci$nienie. Temperatury wrzenia Ty i Ty
wyznaczamy z réwnan p,,(1p) = po oraz p, (1) = p, zatem

In[py (T ) /pw(To)] = In(p/po).

Laczac wzér barometryczny z rownaniem Clausiusa-Clapey-
rona (zob. zad. 10), dostajemy:

Ah (1 1 Mg
% (7 7) =0t

skad wysoko$¢ gory, AH = H — Hy, wynosi

Ah [T T
AH_MEGZ_E>

Podstawiajac 7' = 293K (20°C) oraz M = 28g/mol (cza-
steczka No), dostajemy

AH =

45kJ /mol <293 293

28 (g/mol)9,81m/s” \ 368 378

W zasadzie powinni§my uwzglednié¢, ze powietrze jest mie-
szaning gazow, glownie azotu (78%) i tlenu (21%), i stoso-
waé wzor barometryczny do kazdego gazu z osobna, a na-
stepnie dodaé otrzymane ci$nienia czgstkowe. Jednak ponie-
waz przewaza azot, a masa czasteczkowa O wynosi 32, wiec
nie roézni sie znacznie od masy czasteczkowej No (28), wiec
nie popelniamy duzego btedu, zakladajac, ze mamy tylko
azot.
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17. Entalpia, H = U + pV = TS + un, a entalpia molowa,
h = H/n = T's+ u. Wobec tego w przemianie fazowej Ah =
TAs, bo Ay =0, skad

d(AR/T)  dAs

aTr ar -

Pochodna po temperaturze jest liczona wzdtuz linii wspo6t-
istnienia, wiec ci$nienie zmienia sie, tj. p = py (7). Mamy
zatem As(T) = s%(T, pu(T)) — s*(T, py(T)). Rozniczkujac
np. s7, dostajemy

1 (20) (07 i

ar —\ar ), \op ), dT
Wykorzystujac tozsamosci: (0s/0T'), = ¢, /T oraz (0s/0p)r
= —(0v/dT), (ta druga to tozsamosé Maxwella wynikajaca

z réwnosci drugich pochodnych energii swobodnej Gibbsa:
092G /0pdT = 9°G /0T p), dostajemy ostatecznie

d(AR/T) — Ac, <8AU> dpy
p=p

T T or ), dT
_Ac¢  (0Av Ah
T T ) ,—p, TAV’

gdzie skorzystaliémy z réwnania Clapeyrona. Jesli pminiemy
po prawej stronie wklad zwigzany z réznicg rozszerzalnosci
cieplnych obu faz (zmiang objetosci z temperaturg pod sta-
tym ci$nieniem), to pozostanie tylko wyraz Ac,/T.

18. Calkujemy réwnanie d(Ah/T)/dT = Ac,/T od Ty do T,
skad

dr’

AR(T)  ARTY) [T Acy(T)
T T, /TO T’

TTI_T T Tl
:Aa/ ,OdT’+Ab/ d—,,
n T wn T
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19.

co daje
0

gdzie Aa = af —a®, Ab = b% —b*. Korzystajac z tego wzoru,
mozna obliczy¢ entalpie przemiany w temperaturze T, jesli
znamy Ah w temperaturze odniesienia Tj.

Jak wynika z treéci zadania, w trakcie calego procesu mamy
wspoélistnienie dwoch faz. Infinitezymalne ciepto pobrane
przez uktad przedstawiamy jako

Qo = TdS = T(dS + dSP),

gdzie entropia fazy o, S = S*(T, p,n®), skad

5% 05¢ 05¢
45% — <_> a7 + (—> dp + (—> dn®
oT o dp Tn on® Tp

=ncydT/T — (OV*/OT)p nodp + s*dn®.

Wykorzystaliémy tu definicje molowego ciepta wtasciwego
przy stalym cignieniu, ¢, = T(0S/0T),, oraz tozsamos¢
(0S/0p)rsn = —(OV/OT)p.n, a takze ekstensywnosé entro-
pii: ST, p,n%) = n*s*(T, p), gdzie n® oznacza liczbe moli
fazy «, a s* jej entropie molowa. Analogiczne zwigzki sg
spelnione dla fazy (3, przy czym

n® 4+ nP =n = const,

Ve VP =0 4 nPv? =V = const,

gdzie v® i v¥ oznaczaja objetosci molowe wspolistniejacych
faz. Mamy wiec

Qe = (n“cy + nﬁcg)dT + T (5% — s%)dn®.

Interpretacja tego wzoru jest prosta. Cieplo pobrane przez
uklad sktada sie z trzech czeéci: ciepla pobranego przez



8.4. Rozwigzania 171

faze «, ciepla pobranego przez faze ( oraz ciepla przemiany
—dn® moli fazy a w faze 3. Po podzieleniu przez n i pod-
stawieniu TAs = Ah = h” — h® dostajemy:

Qet/n = (x%c, + a:ﬁcg)dT — Ahdz®, (8.10)

gdzie 2% = n®/n, 2% = n®/n, 2* + 2% = 1. Utamek molowy
x® jest funkcjg temperatury poprzez zwigzek:

20 + 2507 =P + % (v —vﬁ) =V/n=nw.

Tutaj v oznacza éredniag objetoé¢ molowa ukladu, ktéra sie
nie zmienia, bo objetosé i liczba moli sg ustalone. Natomiast
objetosci molowe obu faz zalezg od temperatury. Ciepto po-
brane przez uktad, ), dostajemy, calkujac obie strony réw-
nosci (8.10) od temperatury poczatkowej, T),, do koncowej,
Tk:
T oo 58 dﬂ:‘a
Q/n:/Tp <x cp +a7cy —Ahd—T> dT.

Jedli zatozymy, ze ciepta wlasciwe i entalpia przemiany nie
zalezg od temperatury, to

T
Q/n = cg(Tk—T,,)—Ac,,/ 2T — Ah [2%(Ty) — 2*(Tp)] -

TP
(8.11)
Jak widaé, do pelnego rozwigzania problemu konieczna jest
znajomosé funkeji (7). Zalozmy wiec, ze faza « to ciecz,
a faza (8 to para, i ze para spelnia réwnanie stanu gazu
doskonatego. Poniewaz v > v®, wiec

gdzie p,,(T) jest ci$nieniem wspolistnienia ciecz-para w tem-
peraturze T', otrzymanym z réwnania Clausiusa-Clapeyrona
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(zob. zad. 10). Nastepnie uproscimy jeszcze zagadnienie, za-
ktadajac, ze ci$nienia p, = pu(Tp) i pr = pw(T)) niewiele
sie réznia, wiec

~ ppAR (11
pw(T) Npp+ R <Tp T )

gdzie skorzystaliSmy z rozwiniecia:

n(pw/pp) = W[l + (pw — Pp)/Pp] = (Pw — Pp) /Pp-

Po podstawieniu wyrazenia na p,,(7") do wzoru na z®, a na-
stepnie do wzoru (8.11) mozemy juz wykona¢ catke i powia-
zaé ciepto dostarczone do uktadu z koncows temperatura
uktadu, T}. Pozostawiamy to proste ¢wiczenie do wykona-
nia czytelnikowi.



Rozdzial 9

Rownowagi fazowe
W mieszaninach

Ogélne podstawy termodynamiki przej$¢ fazowych w uktadach
o dowolnej liczbie sktadnikéw podaliémy juz w poprzednim roz-
dziale. Tutaj zastosujemy ten formalizm do konkretnych zagad-
nien, a przede wszystkim do réwnowag fazowych w mieszani-
nach dwusktadnikowych. W sekcji 9.1 koncentrujemy sig na mie-
szaninach doskonaltych. Jednak fragmenty dotyczace czastkowych
wielkosci molowych, funkcji mieszania, fundamentalnego réwna-
nia termodynamiki chemicznej i réwnania Gibbsa-Duhema maja
ogblny charakter, co zostalo uwzglednione przy doborze zadan.
Wiecej o odchyleniach od doskonalo$ci piszemy w sekcji 9.2.

9.1 Mieszaniny doskonale

Tak jak w przypadku gazéw modelowym ukladem jest gaz do-
skonaty, tak przy omawianiu mieszanin czesto odwolujemy sie
do pojecia mieszaniny doskonatej (idealnej). Czesto tez mowimy
w tym kontekscie o roztworach doskonalych (idealnych). Punk-
tem wyjscia do wprowadzenia roztworu doskonalego jest miesza-
nina gazéw doskonatych. Jak wiadomo, z pojeciem gazu doskona-



174 9. Réwnowagi fazowe w mieszaninach

tego wigze sie brak oddzialtywar miedzy czasteczkami, poza oczy-
wisdcie zderzeniami, ktoére sa konieczne, by uklad moégt osiagnac
stan réwnowagi termodynamicznej. Pomijamy natomiast rozmiar
czasteczek (traktujemy je jako obiekty punktowe) oraz oddzialty-
wania pomiedzy nimi na odlegtosé, ktore daja wkiad do energii
potencjalnej. Tak wiec w gazie doskonalym energia catego uktadu
jest suma energii poszczegélnych czasteczek, przy czym na ener-
gie pojedynczej czasteczki sktada sie jej energia kinetyczna zwia-
zana z ruchem postepowym i obrotowym, oraz energia zwigzana
7z wewnetrznymi stopniami swobody czasteczki (np. energia oscy-
lacji w czasteczkach wieloatomowych). Jezeli gaz znajduje sie w
zewnetrznym polu, np. grawitacyjnym lub elektrycznym, to mu-
simy réwniez uwzglednié¢ energie potencjalng czasteczki wynika-
jaca z jej oddziatywania z polem.

W przypadku mieszaniny gazéw doskonatych kazdy sktadnik
mozna traktowaé tak, jakby samodzielnie wypelial cate naczy-
nie, co wynika z zalozenia o braku oddziatywan miedzyczastecz-
kowych. Stosujgc rownanie stanu gazu doskonatego do skladnika
v TLZ'RT

V )
znajdujemy ciénienie p;, jakie ten sktadnik wywiera na $cianki
naczynia o objetosci V. Zgodnie z prawem Daltona catkowite ci-
$nienie, p, jest sumy ci$nien czastkowych, p;:

p:Zpi:ﬂ, gdzien:Zni,
i i

pi =

v
skad
ng
bi = p— = pZi,
n
przy czym xz; = n;/n oznacza ulamek molowy skladnika i.
Przypomnijmy nastepnie, ze stosujac réwnanie Gibbsa-Duhe-

ma do kazdego gazu doskonatego z osobna, mozemy powigzaé jego
potencjal chemiczny, u;, z ciSnieniem czgstkowym, p;, wzorem:

1i(T, pi) = g (T) + RT In(p; /p°),
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gdzie p¥ jest ciénieniem stanu odniesienia, a uY(7T") potencjatem
chemicznym odpowiadajgcym temu ciénieniu. Nastepnie podsta-
wiajac p; = px;, dostajemy

1i(T,p, ;) = pd(T) + RT In(p/p®) + RT Inx;,
co mozna tez zapisa¢ jako
wi(T,p,x;) = u; (T,p) + RT In x;, (9.1)

gdzie przez p}(T,p) oznaczylismy potencjal chemiczny czystego
sktadnika w temperaturze 7' i pod ciénieniem p. Ten prosty zwia-
zek méwi nam, jak zmienia sie potencjal chemiczny sktadnika i
w mieszaninie w stosunku do potencjatu chemicznego czystej sub-
stancji ¢, gdy zmienia sie jego sktad mierzony utamkiem molowym
x;. O ile dla gazéw doskonaltych jest to wynik $cisty, to nie jest
bynajmniej oczywiste, ze zwiazek (9.1) moze by¢ takze stosowany
do gazéw rzeczywistych, cieczy lub ciata stalego. Zanim podamy
argumenty przemiawiajgce za takim przyblizeniem w odniesieniu
do pewnych mieszanin, przypomnimy najpierw pojecie czastkowej
wielkosci molowe]j oraz funkcji mieszania.

Czastkowe wielko$ci molowe i funkcje mieszania

Ten fragment ma charakter ogdlny, tzn. nie robimy tu zadnych
zatozen co do oddzialywan miedzyczasteczkowych w mieszaninie.
Przyjmijmy, ze niezaleznymi parametrami termodynamicznymi,
ktore opisuja stan uktadu fizycznego, sa: temperatura, T, ci$nie-
nie, p, oraz liczby moli r sktadnikéw: ny, ..., n,. Zalézmy nastep-
nie, ze mamy pewng wielkoé¢ ekstensywna Y, np. objetosé, entro-
pie, itp., ktora jest funkcjg tych parametrow. Czastkowe wielkosci
molowe, y1, ..., Y, sprzezone z Y definiujemy jako

Y
ylz<§ > , gdziei=1,...,r, (9.2)
nl T,p,nj7gi
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przy czym indeks n;-; oznacza, ze liczby moli wszystkich pozosta-
tych sktadnikéw poza i-tym sg ustalone. Ekstensywnos$¢ wielkosci
Y oznacza, ze powiekszenie catego uktadu o czynnik m, przy usta-
lonych T i p, powieksza Y o ten sam czynnik, czyli

Y(T,p,mny,...,mn.) =mY (T,p,ni,...,n,).

Roézniczkujac obie strony powyzszej réwnoéci po m i ktadac na
koricu m = 1, dostajemy zwigzek:

i=1

Na przyktad w przypadku objetoéci ¥ =V, a y; = v; sa czast-
kowymi objetosciami molowymi, wiec V' = >, n;v;. Ten zwiazek
moéwi nam po prostu, ze suma objetosci n;v;, zajmowanych w mie-
szaninie przez poszczegdlne sktadniki, daje objetosé catej miesza-
niny. Nalezy jednak pamietaé, ze v; ma sens efektywnej objetosci
zajmowanej przez 1 mol i-tego sktadnika znajdujacego sie w oto-
czeniu innych sktadnikéw. Na ogot rézni si¢ ona od objetodci vy,
ktorg zajmuje 1 mol czystej substancji ¢ w tej samej temperaturze
i pod tym samym ci$nieniem co mieszanina.

Czesto okresla sie wielko$¢ Y, podajac jej zmiane spowodo-
wang przejéciem sktadnikéw ze stanu czystego do mieszaniny przy
ustalonych wartosciach 7' i p. W zwigzku z tym wprowadza sie
funkcje mieszania, oznaczang symbolem Y jako:

T T
YM =Y = i = niyi — ),
=1 =1

gdzie wielko$ci molowe y! odnoszg si¢ do czystych skladnikéw,
znajdujacych sie w tej samej temperaturze i pod tym samym cis-
nieniem co mieszanina. Na przyktad wielko§é

T T
M
V :V—E niv; = E ni(v; — o))
i=1 i=1
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moéwi nam, jak rézni sie objetoéé mieszaniny, V, od sumarycznej
objetosci zajmowanej przez sktadniki w stanie czystym, >, n;v,
dla tych samych T i p.

Fundamentalne ré6wnanie termodynamiki chemicznej

Wybierajac T', p oraz ny, ..., n, jako niezalezne parametry termo-
dynamiczne, dokonaliémy tez wyboru potencjatu termodynamicz-
nego, ktoérego nalezy uzywaé¢ do opisu uktadu. Jest nim energia
swobodna Gibbsa:

G=U-TS+pV. (9.4)
Z racji tego, ze zwiazek (9.4) mozna przedstawié¢ jako G = H-T'S,
potencjal G jest tez nazywany entalpia swobodng (przez analo-
gie do energii swobodnej, F' = U — T'S). Z postaci rozniczki dU
(rownanie (8.2)) oraz definicji G wynika, ze

T
dG = —SdT + Vdp+ ) pidn;. (9.5)
i=1
Zwiazek ten jest nazywany fundamentalnym réwnaniem termo-
dynamiki chemicznej. G jest wielkoscig ekstensywna, podobnie
jak energia wewnetrzna czy entropia. Poniewaz z (9.5) wynikaja
zwigzki termodynamiczne:

ui:<aG> o dlai=1,...,7,
8717; Typynj;éi

wiec potencjalty chemiczne puq, ..., . sa czastkowymi wielko$cia-
mi molowymi sprzezonymi z G. Wobec tego musi by¢ spelniony
zwiazek (por. (9.3)):

r

i=1

Entalpia swobodna mieszania, GM | zdefiniowana jest jako

T
GM = "ni(ui — pi),
=1
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gdzie uj, ..., ;) oznaczajg potencjaly chemiczne czystych sktad-
nikéw, ktérych temperatura i cignienie sg takie same jak w mie-
szaninie.

Funkcje mieszania dla gazéw doskonalych

Wréémy teraz do zagadnienia mieszaniny gazéw doskonatych i po-
liczmy rézne funkcje mieszania dla tego uktadu. Przede wszystkim
podstawiajac (9.1) do definicji GM, dostajemy

GM = RTi:nilnxi = RTnimilnxi.

i=1 i=1

Entropie mieszania, S™, oraz objeto$¢ mieszania, V™ obliczamy,
korzystajac z tozsamosci: S = —9G/IT oraz V = 0G/0p, skad:

oGM .
SM = (—) = —nRZa:Z- In z;,
8T PN,y Ny i=1

VM_<@ﬂs =0
8]9 Tnt,...,ny .

7 kolei, poniewaz entalpia H = G + T'S, a energia wewnetrzna
U = H — pV, wiec funkcje mieszania dla tych wielkosci wynosza:

HM =M 4 785M —,
UM =HM —pvM =,

przy czym wykorzystaliémy fakt, ze mieszanie zachodzi w stalej
temperaturze i pod stalym ci$nieniem. Tak wiec jedynym efek-
tem przejécia gazéw doskonalych ze stanu czystego do miesza-
niny, przy ustalonej temperaturze i cignieniu, jest wzrost entropii
uktadu (SM > 0, bo x; < 1). Natomiast procesowi temu nie to-
warzyszy ani zmiana objetoéci (VM = 0), ani 7aden efekt cieplny
(HM = 0). W konsekwencji, poniewaz uklad nie wymienia cie-
pla ani nie wykonuje pracy, jego energia wewnetrzna pozostaje
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niezmieniona (UM = 0). Wzrost entropii wynika oczywiscie stad,
ze przed zmieszaniem czgsteczki poszczegoélnych sktadnikow zaj-
mowaly rézne obszary w przestrzeni, a po zmieszaniu zajmuja
wsp6lng objetos¢ V. Natomiast brak zmiany objetosdci i efektu
cieplnego wigze sie z brakiem oddzialywan miedzyczasteczkowych
w gazie doskonatym.

Roztwér doskonaly

Zauwazmy, ze jeSli zmieszaliby$my skladniki, niekoniecznie ga-
zowe (np. ciecze), ktorych czasteczki sg na tyle podobne, ze roz-
nice oddzialywan miedzyczasteczkowych mozna pomingé, to row-
niez nie zaobserwowaliby$my zmiany objetosci ani efektu ciepl-
nego zwigzanych z mieszaniem. Jest tak dlatego, ze nie ma w tym
przypadku znaczenia, czy dana czasteczka oddziatuje z czasteczka
tego samego, czy innego skladnika. Poniewaz jednak czgsteczki
réznych skladnikéw sg oczywiscie rozréznialne, to entropia uktadu
wzrostaby, na tej samej zasadzie jak w przypadku gazéw dosko-
nalych, tj. ze wzgledu na wzrost objetosci obszaru dostepnego dla
czasteczek kazdego sktadnika. Tak wiec, chociaz punktem wyjscia
dla naszych rozwazan byla mieszanina gazéw doskonaltych, zakres
ich stosowalnosci mozna rozszerzy¢ na przypadek, gdy czasteczki
wprawdzie oddzialuja ze sobg, ale oddzialywania te niewiele sie
r6znig dla réznych sktadnikéw. Poniewaz wszystkie wnioski doty-
czgce zachowania sie mieszaniny gazéw doskonalych wynikaty ze
wzoru (9.1), przyjmiemy ten wzor jako ogdlng definicje roztworu
doskonatego (niekoniecznie mieszaniny gazoéw doskonatych). Mia-
nowicie w roztworze doskonalym o temperaturze T i pod cisnie-
niem p potencjal chemiczny i-tego sktadnika ma postaé:

pi = p; (T, p) + RT Inx;,

gdzie pf(T,p) jest potencjalem chemicznym czystego sktadnika
1, a x; jego ulamkiem molowym. Widzimy wiec, ze w roztworze
doskonaltym u,; zalezy tylko od temperatury, ciénienia i utamka
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molowego i-tego sktadnika, nie zalezy natomiast od utamkéw mo-
lowych innych sktadnikéw. Oczywiscie nalezy przy tym pamietac,
ze utamki molowe nie s calkowicie niezalezne od siebie, gdyz

Zzzl €T, = 1.

Rownanie Gibbsa-Duhema dla T' = const i p = const

Gdy temperatura i ci$nienie sg ustalone, to z definicji (9.2) czast-
kowej wielko$ci molowej wynika, ze r6zniczke wielkosci ekstensyw-
nej Y mozna przedstawié¢ jako

T
dY = Zyidni, gdy T = const i p = const.
i=1
Poniewaz dla wielkosci ekstensywnej spelniony jest zwiazek (9.3),
z ktorego z kolei wynika, ze
T
dY = Z(yidni + n;dy;),
i=1

wiec z przyréwnania obu wyrazen na dY dostajemy:

T
Z nidy; =0, gdy T = const i p = const.
i=1

Natomiast po podzieleniu przez catkowitg liczbe moli, n, mamy:

T
Z xidy; =0, gdy T = const i p = const.
i=1
7 rownan tych wynika, ze sposréd r czastkowych wielko$ci mo-
lowych: y1,...,y,, mozna wybra¢ r — 1 zmiennych niezaleznych,
gdy temperatura i ci$nienie sg ustalone. W szczegdlnosci, gdy za

Y podstawimy energie swobodng Gibbsa, GG, dostaniemy réwnanie
Gibbsa-Duhema, (8.4) przy statych T i p:

T
Z zidp; =0, gdy T = const i p = const.

=1
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Prawo Raoulta

Historycznie prawo Raoulta zostato sformutowane na podstawie
obserwacji mieszanin podobnych cieczy. Mozna je tez wyprowa-
dzi¢, przyjmujac zatozenie o doskonalosci roztworu. Zalézmy, ze
w temperaturze T mamy roztwér dwoch cieczy: sktadnika A i
sktadnika B, ktére mieszaja sie w dowolnych proporcjach, przy
czym p% i pp oznaczajg ciSnienie pary wspolistniejgcej, odpo-
wiednio, z czysta ciecza A i z czysta ciecza B. Zgodnie z pra-
wem Daltona ciénienie pary nad roztworem, p, mozna przedsta-
wi¢ w postaci sumy dwodch ciéniert czastkowych, p = pa + pp,
gdzie pa jest ci$nieniem czastkowym pary skladnika A, a pp jest
ci$nieniem czgstkowym pary sktadnika B. Prawo Raoulta wigze
ci$nienia czastkowe ze skladem cieczy, mianowicie:

pA = pazy,

PB = PpTp;
gdzie x¢ 1 4 oznaczajg utamki molowe obu skladnikéw w cieczy.
Poniewaz x4 = 1 — 29, wigc ciénienie pary nad roztworem zalezy
liniowo od sktadu cieczy:

(9.6)

p="pp+ (P4 — PB)T%- (9.7)
Z kolei ci$nienie czastkowe sktadnika A w parze zalezy od sktadu
pary, 2%, tj. pa = 2% p. Korzystajac z prawa Raoulta, dostajemy
zwigzek miedzy sktadem cieczy i sktadem pary:

Ty = pa/Pa = 24p/Pa,
co po podstawieniu do (9.7) daje zalezno$¢ ci$nienia dla réwno-
wagi ciecz-para od sktadu pary:

PAPB
p= . (9.8)
P+ (0 — pi)7h

Zwiazki (9.7) 1 (9.8) nazywaja sie, odpowiednio, linig sktadu cie-
czy i linig sktadu pary. Zgodnie z ogoélnie przyjetym sposobem
przedstawiania wykreséw fazowych sktad mieszaniny jest na osi
X, a ci$nienie (lub temperatura) na osi ¥ (Rys. 9.1).
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T = const o

CISNIENIE

2% (p) 2% (p)
x4 =0 SKEAD za=1

Rysunek 9.1: Schematyczny diagram fazowy przedstawiajacy réwnowage
ciecz-para dla roztworu A + B spelniajacego prawo Raoulta. Temperatura
jest ustalona. Na osi poziomej odktadamy skiad mieszaniny, reprezentowany
ulamkiem molowym skladnika A, x4, a na osi pionowej ci$nienie, p. Linia
goérna reprezentuje sklad cieczy, 4 = x4 (p); zgodnie z prawem Raoulta jest
to linia prosta dana réwnaniem (9.7). Linia dolna reprezentuje sktad pary,
z% = 2%(p) (ré6wnanie (9.8)). Sktady x4 i 2% dla danego ci$nienia odczy-
tujemy z przeciecia linii p = const z linig sktadu cieczy i linig sktadu pary.
Cisnienia p7 i pp odpowiadaja wspolistnieniu ciecz-para dla czystych skiad-
nikéw w temperaturze 7.

9.2 Mieszaniny rzeczywiste

Na ogdét zachowanie sie mieszanin rzeczywistych rozni sie od tego,
co przewiduje model mieszaniny doskonatlej. Czasem te réznice
sa na tyle duze, ze prowadza do nowych zjawisk, jak zjawisko
azeotropii lub zjawisko czesciowe]j mieszalnosci cieczy.

Funkcje nadmiarowe

Pojecie funkcji nadmiarowej, Y¥, wprowadza sie w celu okreglenia
jak bardzo wlasnodci mieszaniny rzeczywistej réznia sie od wta-
snosci modelowej mieszaniny doskonatej. Poniewaz funkcje mie-
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szania dla mieszniny doskonalej sa znane wystarczy okresli¢ te
réznice dla funkcji mieszania. W zwigzku z tym definiujemy funk-
cje nadmiarowg dla wielkoéci Y jako

YE = YM(Tvpvnh‘ .. 7”1“) - Yd]‘oisk(Tvpvnlw .. 7”1“)7

gdzie Ydj‘o/{gk jest funkcja mieszania dla mieszaniny doskonatej o ta-
kiej samej temperaturze, ci$nieniu i sktadzie jak mieszanina rze-
czywista. Przyktadowo dla molowe] energii swobodnej Gibbsa,
g = G/n, mamy

E M M M
9 =9 —Gdosk =9 _Rszlln'va

)

a poniewaz

g" = Zl‘i(ui — )
i

wiec

9" = wi(pi — pf — RTIna;) = > aipf,
7 7

gdzie puf = p; — pf — RT Inx; jest nadmiarowym potencjatem
chemicznym i-tego sktadnika. Dla nadmiarowej, molowej entropii,
objetodci i entalpii mamy, odpowiednio:

sP=sM_ M =ML R E x;Inx;,
i
oraz v¥ = oM hF = hM bo v%sk :0ih%5k = 0.

Aktywno$é i wspolczynnik aktywno$ci

Potencjal chemiczny sktadnika mieszaniny, p;, okreslamy wzgle-
dem jego wartosci w pewnym stanie odniesienia; warto$¢ te ozna-
czamy symbolem ,u?. Zobaczymy, ze wygodne jest wprowadzenie
aktywnosci, a;, zdefiniowanej jako

i = 1 + RT In a;.
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Bezwymiarowa wielko$¢ a; po prostu okresla, w skali logarytmicz-
nej, réznice miedzy u; i . W ogélnogci wybér stanu odniesienia
zalezy od konkretnej sytuacji eksperymentalnej i jest podykto-
wany wygoda eksperymentatora. Na przyktad stanem odniesienia
moze byé czysty skladnik o tej samej temperaturze i cinieniu
co mieszanina; wowczas ,u? = ;. Poniewaz u; = pu; + RT Inx;
w przypadku mieszaniny doskonalej, czyli a; = x;, wiec przez ana-
logie mozna interpretowaé aktywnosé w mieszaninie rzeczywistej
jako efektywne stezenie. Miarg odchylenia aktywnosci sktadnika
w mieszaninie rzeczywistej od aktywnosdci w mieszaninie doskona-
tej jest wspotczynnik aktywnosci, v;, zdefiniowany jako

ai = Viti,

przy czym w mieszaninie doskonalej v; = 1. Zauwazmy, ze wspol-
czynnik aktywnogci zawiera caly informacje o odchyleniu od do-
skonatosci, mamy bowiem:

u¥ = RTIn(a;/z;) = RT In~;.

W ogdélnodci v; zalezy od sktadu mieszaniny.

Odchylenia od prawa Raoulta

W dwusktadnikowej mieszaninie doskonatej zwigzek miedzy ci$-
nieniem czastkowym sktadnika ¢ nad roztworem i jego stezeniem
w roztworze okre§lony jest przez prawo Raoulta:

bi = pf l“f-
W przypadku mieszanin rzeczywistych obowigzuje analogiczny

zwigzek, z tym ze ulamek molowy jest zastapiony aktywnoscig
skladnika i w roztworze, af, czyli

pi = piag = p;y§xs. (9.9)
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Tak wiec calkowite ci$nienie pary nasyconej nad roztworem mo-
zemy przedstawié jako:

P =PA+DB = DPAYATA + PEVBTE- (9.10)

Poniewaz wspotczynniki aktywnosci na ogdt zalezg od sktadu,
wiec p nie jest liniowg funkcjg 9. Méwimy o dodatnich albo ujem-
nych odchyleniach od prawa Raoulta, gdy p lezy, odpowiednio,
powyzej albo ponizej linii prostej odpowiadajacej prawu Raoulta.
W przypadku duzych odchylen zalezno$c¢ ciénienia od sktadu przy
ustalonej temperaturze nie musi by¢é monotoniczna, lecz moze
mie¢ maksimum albo minimum dla pewnego sktadu. Woéwczas
mamy do czynienia z azeotropem dodatnim, w przypadku maksi-
mum, albo ujemnym, w przypadku minimum. Punkt odpowiada-
jacy ekstremum nazywa sie punktem azeotropowym. Wazng cechg
punktu azeotropowego jest réwnosé¢ sktadéw cieczy i wspolistnie-
jacej z nig pary.

Najprostszy model odtwarzajacy jakoéciowo zachowanie sie
roztworéw rzeczywistych nosi nazwe roztworu prostego. Roztwor
prosty definiujemy w oparciu o posta¢ nadmiarowej, molowej ener-
gii swobodnej Gibbsa, ¢¥, mianowicie

9" = gap(T,p)zazp, (9.11)

gdzie wspotczynnik gap jest w ogdlnosci pewng funkcja tempera-
tury i ci$nienia.

Roztwory z luka mieszalnosci

Innym zjawiskiem, ktére wystepuje w mieszaninach rzeczywis-
tych, a nie jest obecne w mieszaninach doskonatych, jest niemie-
szalno$é¢ cieczy w pewnym zakresie sktadéw i temperatur. Przy-
ktadowy diagram fazowy dla dwoch cieczy, ktore majg luke mie-
szalnoéci ponizej temperatury T;’“, zwanej gorng temperaturg kry-
tyczna, przedstawia Rys. 9.2. Powyzej Tgk’" istnieje jedna faza cie-
kta, tj. sktadniki mieszaja sie w dowolnych proporcjach. Nato-
miast ponizej Tgkr sktadniki nie mieszajg sie w pewnym zakresie
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sktadow i obserwujemy wspotistnienie dwoch faz ciektych o roéz-
nych sktadach. Mozliwa jest tez sytuacja, ze sktadniki sa cal-
kowicie mieszalne ponizej temperatury Tf’“ (dolna temperatura
krytyczna), a niemieszalne powyzej tej temperatury. Istniejg tez
uktady, w ktorych wystepuje zaréwno gorna, jak i dolna tempe-
ratura krytyczna (np. mieszanina nikotyny i wody).

p = const

jedna faza ciekla

<3
3
T

ciecz obszar ciecz a
dwufazowy

a+ g

TEMPERATURA

| |
xﬂ l’kr

A A
JtAZO SKLAD QL'AZI

Rysunek 9.2: Rownowaga ciecz-ciecz z luka mieszalnosci ponizej tempera-

tury T;T. WT < Tgkr mieszanina o catkowitym skladzie z obszaru dwufazo-

wego rozdziela sie na dwie fazy ciekle o sktadach =9 i xi.

Jednym z warunkéw wewnetrznej stabilnosci uktadu wielo-
sktadnikowego jest warunek stabilnosci dyfuzyjnej. W przypadku
mieszaniny dwuskltadnikowej A + B mozna go zapisaé jako:

2
8—3 >0, (9.12)
0x5 Tp

gdzie ¢ = G/n oznacza molowg energie swobodng Gibbsa, a n =
na + np. Jak tatwo sprawdzi¢, korzystajac z rownania Gibbsa-

Duhema (8.4),
)
Oz = HA — UB-
TAS Tp

Podobnie jak w przypadku ciénienia, ktére rosnie, gdy roénie ge-
sto$¢ materii (stabilno§¢ mechaniczna), stabilnosé¢ dyfuzyjna wy-
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maga, aby potencjal chemiczny sktadnika rést, gdy rosnie jego
utamek molowy (czyli koncentracja tego skladnika). Dla miesza-
niny A + B oznacza to, ze wzrostowi x4 towarzyszy wzrost p4,
ale jednoczesnie xp = 1 — x4 maleje i maleje tez pup. Tak wiec
réznica pu4 — pp musi by¢ rosngcg funkcjg x 4, co wlasnie wyraza
warunek (9.12).

Warto zauwazy¢, ze istnieje formalne podobienstwo pomiedzy
warunkiem stabilnosci dyfuzyjnej (9.12) dla mieszaniny oraz, bliz-
szym naszej intuicji, warunkiem stabilnogci mechanicznej dla czy-
stej substancji. Pokazemy mianowicie, ze warunek stabilnoéci me-
chanicznej, czyli k7 > 0, gdzie k7 oznacza $cis§liwos¢ izotermiczng
(zob. (7.4)), mozna tez zapisac jako

0% f
<8—/>2>T > 0, (9.13)

gdzie f = F/V = —p+ up jest energia swobodng Helmholtza na
jednostke objetosci, a gestosé p = 1/v. Korzystajac z definicji f
oraz réwnania Gibbsa-Duhema: dy + sdT — vdp = 0, dostajemy

zwiazek
ofy
(50), =
Poniewaz
<8_f> B L
907 )r ~\op )y~ @p/op)r  @plopir e

gdzie
. __l<@> _l<@>
YT ow\op)yr p\op/)y

wiec warunek k7 > 0 jest réwnowazny warunkowi (9.13). Po-
rownujac (9.12) z (9.13), widzimy, ze warunki stabilnosci uktadu
zwigzane sg z drugimi pochodnymi odpowiednich potencjatéw ter-
modynamicznych, w tym wypadku energii swobodnej Gibbsa lub
Helmholtza. W og6lnosci sg one konsekwencjg drugiej zasady ter-
modynamiki. Poniewaz warunki stabilnosci sa omawiane w wielu
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podrecznikach z termodynamiki, w tej ksigzce nie dyskutujemy
tego zagadnienia w sposob systematyczny, a jedynie sygnalizu-
jemy jego istnienie na przyktadzie wybranych uktadow.

Po tej dygresji wréémy do zagadnienia mieszanin dwusklad-
nikowych z lukg mieszalnosci. Zauwazmy najpierw, ze warunek
(9.12) mozna przepisa¢ w postaci:

2 M
(a&% ) >0, (9.15)
Tp

gdzie gM = g—a4 Wy —x iy jest molowy entalpig swobodng mie-
szania, gdyz wyraz liniowy w utamkach molowych nie daje wktadu
do drugiej pochodnej po x4. W punkcie krytycznym (gérnym lub
dolnym), T = T*" x4 = x’f{, nastepuje poczatek separacji jed-
norodnej mieszaniny na dwie fazy ciekle o réznych sktadach. Jest
to zwiazane z utrata przez ukltad stabilnosci dyfuzyjnej (waru-
nek (9.12) lub (9.15)). Warunkiem na punkt krytyczny jest wiec

réwnanie o
0
A = 0. (9.16)
0r5 Top

Zjawisko niemieszalnoéci cieczy w pewnym zakresie temperatur
i sktadéw mozna opisaé¢ jakosciowo, stosujgc np. model roztworu
prostego (zob. (9.11) oraz zad. 28 i 29). Poniewaz g™ = g} 44,
gdzie g%sk = RT(zpalnzs + zplnzp), a g¥ jest nadmiarows
molowg entalpig swobodng, wiec

82 M RT 82 E
( 7 > = + ( g ) . (9.17)
05 T, TAZB 0r5 Tp
Jesli mamy jakies przyblizenie na ¢, to wstawiajac (9.17) do
warunku (9.16) mozemy wyznaczy¢ punkt krytyczny (lub punkty

krytyczne) w uktadzie.
Warto w tym miejsu wspomnieé, ze istnienie punktu krytycz-

nego na linii wspoélistnienia ciecz-para zwigzane jest z utrata przez
uktad stabilnodci mechanicznej, co wyraza warunek xp = oo lub
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(0%f/0p*)r = 0 (zob. (9.14)). To oznacza, ze ptyn w punkcie
krytycznym staje sie nieskoriczenie §cidliwy, innymi stowy, nawet

minimalne zmiany ci$nienia powoduja znaczne zmiany gestosci.
Takie zachowanie ptynu w punkcie krytycznym sprawia, ze $wia-
tto ulega silnemu rozpraszaniu na fluktuacjach gestosci (tzw. opa-
lescencja krytyczna).

9.3 Zadania

1.

W pewnej mieszaninie czastkowa objetosé molowa sktadnika
A, o masie czasteczkowej My = 58 g/mol, wynosi vy =
74cm? /mol, a skladnika B, o masie czasteczkowej Mp =
118 g/mol, vp = 80 cm? /mol. Utamek molowy sktadnika B
wynosi xp = 0,45. Wyznaczy¢ objetos¢ roztworu o masie
0,85kg.

. Pokazaé, ze czastkowa entalpia molowa, h;, spelnia tozsa-

mos¢:

8hi o —T2 aUZ‘/T
8p T,x B 8T P, ’

gdzie indeks x oznacza, ze rézniczkujemy przy ustalonym
sktadzie.

. Pokazaé, ze jesli potencjaly chemiczne wszystkich sktadni-

koéw mieszaniny majg postaé: pu; = p; + RT Inx;, gdzie pf
jest funkcja temperatury i ci$nienia, to réwnanie Gibbsa-
Duhema przy statych 7' i p jest spelnione tozsamosciowo.

. W roztworze A+ B potencjal chemiczny rozpuszczalnika A,

A, dany jest wzorem takim jak w roztworze doskonalym,
tj. pa = ply + RT' Inx 4, ale tylko w granicy, gdy utamek
molowy x4 jest bliski jednosci. Znalez¢ postaé potencjatu
chemicznego substancji rozpuszczonej, up, w granicy, gdy
xp jest bliskie zera (czyli x4 — 1). Wskazowka. Skorzystaé
z réwnania Gibbsa-Duhema.
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. Zalézmy, ze w mieszaninie dwusktadnikowej A + B poten-

cjaly chemiczne sktadnikéw majg postaé:

pa=py+RTInxy + W(xp),
up =pp+ RTInzg + W(xa),

gdzie W (x) jest wielomianem, przy czym W (0) = 0. Wspél-
czynniki wielomianu W (z), jak réwniez p% i pj;, sa funk-
cjami temperatury i ci$nienia. Jaka posta¢ musi mie¢ W (z),
zeby bylo spelnione réwnanie Gibbsa-Duhema przy statych
T ip,czyli xadpa + xpdup =07

. Znalez¢ entalpie swobodng mieszania przypadajacg na jeden

mol mieszaniny A+ B zdefiniowanej w poprzednim zadaniu.

Dla pewnej mieszaniny dwusktadnikowej A + B czastkowe
objetosci molowe jako funkcje sktadu okreslone sg wzorami:

2
va = v+ axh — Z(a — b)ad,

J (9.18)
vp = v + b’ + g(a —b)z?,

gdzie v’j, vy oraz a, b sa funkcjami temperatury i ciénienia.
Pokazaé, ze dla ustalonych T i p czastkowe objeto$ci molowe
dane zwigzkami (9.18) spelniajg rownanie z4dvs+zpdvg =
0, a nastepnie znalez¢ objetos¢ molowa mieszania.

. Obliczy¢ molows, entropie mieszania dla powietrza o skta-

dzie: zn, = 0,781, zo, = 0,210, xa, = 0,009, przyjmujac,
ze jest to mieszanina doskonata.

. W danej temperaturze cisnienie pary nad cieklym roztwo-

rem A+ B wynosi p = (p¥ + p}j)/2. Zaktadajac, ze obowia-
zuje prawo Raoulta, znalezé sktady cieczy i pary odpowia-
dajace temu cisnieniu.
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10.

11.

12.

Dwa ciekte sktadniki A i B tworzg roztwér doskonalty, ktory
znajduje sie pod stalym ci$nieniem zewnetrznym p. Korzy-
stajac z prawa Raoulta i réwnania Clausiusa-Clapeyrona
(zob. rozdziat 8 zad. 10) wyznaczy¢ linie skladu cieczy i
pary na plaszczyznie sklad-temperatura. Wskazowka. Przy-
jaé, ze entalpie parowania czystych sktadnikéw nie zalezg od
temperatury.

Pod ci$nieniem p = 1bar temperatury wrzenia czystych
cieczy A i B wynosza, odpowiednio, T = 340K i T =
360K, a ich entalpie parowania: Ah¥ = 20kJ/mol i Ah} =
25kJ/mol. Znalez¢ ci$nienie rownowagi ciecz-para dla czy-
stych A1 B w temperaturze T' = 350K oraz sktady cieczy
i pary dla roztworu A + B, ktéry pod ci$nieniem 1 bar wrze
w temperaturze 350 K. Zalozyé, ze A i B tworza roztwor
doskonaty.

Dla silnie rozcieficzonych roztworéw obowigzuje prawo Hen-
ry’ego (zob. zad. 4)

PB = KBxCB7

gdzie pp jest cisnieniem czgstkowym substancji rozpuszczo-
nej, B, w parze nad roztworem, a z% jej stezeniem w roztwo-
rze. Wspotczynnik proporcjonalnosci Kp, ktéry — podobnie
jak ci$nienie p3 w prawie Raoulta — jest funkcjg tempe-
ratury, nosi nazwe statej Henry’ego. Jednak w odréznieniu
od pg, Kp zalezy takze od rozpuszczalnika. W szczeg6lno-
$ci prawo Henry’ego opisuje rozpuszczalnosé gazu w cieczy.
Na przyklad stezenie tlenu w wodzie niezbedne dla pod-
trzymania zycia wynosi 4 mg/1, a stala Henry’ego dla tlenu
w wodzie w temperaturze 25°C wynosi 3,3 x 107 Tr. Obli-
czy¢ jakie musi by¢ ci$nienie czgstkowe tlenu nad powierzch-
nig wody, aby utrzymaé wymagane stezenie molowe tlenu
(nad powierzchnig morza ci$nienie czastkowe tlenu wynosi

160 Tr).
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13.

14.

15.

16.

17.

Zatozmy, ze gaz (sktadnik B) rozpuszczony w cieczy (sktad-
nik A) tworza roztwor doskonaly rozciericzony (zob. zad.
4 i 12). Wyprowadzi¢ zwiazek miedzy utamkiem molowym
gazu w roztworze i ci$nieniem gazu nad roztworem w przy-
padku, gdy A jest substancjg nielotng. Nastepnie przyjaé, ze
A to woda, a B tlen i obliczy¢ stosunek objetosci, ktora tlen
rozpuszczony w wodzie zajmowalby w stanie gazowym, do
objetosci wody w temperaturze 25 °C. Wskazowka. Zatozy¢,
ze stezenie gazu w cieczy jest male, a gaz nad roztworem
jest gazem doskonalym.

Naczynie jest podzielone na dwie czesci pélprzepuszczalng
blong: przepuszczalng dla czasteczek substancji A, a nie-
przepuszczalng dla czasteczek substancji B. W jednej czesci
znajduje sie czysta substancja A (rozpuszczalnik), a w dru-
giej roztwor A + B. Wyprowadzi¢ wzér na ci§nienie osmo-
tyczne II, czyli réznice ci§nien miedzy czystym A i roztwo-
rem A+ B, zaktadajac, ze A tworzy z B roztwor doskonaty.
Wskazéwka. Przyjaé, ze II jest mate.

Rozpusciliémy mase m polietyloglikolu o masie czasteczko-
wej M gramoéw w objetoéci V' wody. Naczynie potgczylismy
polprzepuszcezalng blong (nieprzepuszczalng dla polimeru)
z cienky kapilarg wypelniong czysta woda (o gestosci masy
p). Na jaka wysoko$¢ h podniesie sie woda w kapilarze, jesli
temperatura roztworu wynosi 77 Wskazéwka. Przyjaé, ze
roztwor jest silnie rozcienczony i skorzystaé z zad. 14.

Zalozmy, ze mamy roztwor lotnego sktadnika A (rozpusz-
czalnik) z nielotnym sktadnikiem B, tak ze w parze nad
roztworem obecny jest tylko sktadnik A. Wyprowadzi¢ wzor
na nachylenie linii sktadu cieczy, 4 = 2%(T'), przy stalym
ci$nieniu p, czyli (0z/0T),. Wskazéwka. Przyjac¢, ze Ai B
tworza roztwor doskonaty.

Korzystajac z wyniku poprzedniego zadania wyprowadzié
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18.

19.

20.

21.

22.

wyrazenie na temperature wrzenia roztworu A z nielotng
substancjg B. Temperatura wrzenia czystego rozpuszczal-
nika A pod ci$nieniem p wynosi 77, a entalpia przemiany
ciecz-para dla A to Ah’. Wskazéwka. Przyjac, ze roztwor
jest doskonaly, stezenie B niewielkie, a Ah% nie zalezy od
temperatury.

Temperatura wrzenia czystego benzenu pod ci$nieniem at-
mosferycznym wynosi 353,2K, a jego stala ebulioskopowa
to K. = 2,53 K/(mol kg~!) (zob. zad. 17). Do benzenu do-
dano substancji nielotnej B o masie czasteczkowej Mp =
64 g/mol, w wyniku czego powstala mieszanina o masie m =
100 g. Jaka jest masa nielotnego sktadnika, jesli temperatura
wrzenia roztworu wynosi 355 K7

Pokaza¢ w analogiczny sposéb jak w zadaniach 16 i 17, ze
roztwor, w ktorym niewielka ilo§¢ substancji B zostata roz-
puszczona w ciektym rozpuszczalniku A, krzepnie w nizszej
temperaturze niz czysty rozpuszczalnik. Wskazéwka. Przy-
jac, ze A tworzy z B roztwor doskonaly, ktory krystalizuje
w postaci czystej substancji A.

Po dodaniu 24 g etanolu (CoH5OH) do 1kg wody tempera-
tura krzepniecia roztworu wynosi —0,97 °C. Obliczy¢ staly
krioskopowa wody.

Stata krioskopowa, K, dla kwasu octowego (CH3COOH)
wynosi 3,70 K/(mol kg—1). Jaka ilog¢ acetonu ((CH3)2CO)
nalezy rozpusci¢ w 1,5 kg kwasu octowego, aby temperatura
krzepniecia roztworu byla nizsza o 0,5K od temperatury
krzepniecia czystego rozpuszczalnika?

Naftalen topi sie w temperaturze 352,3 K, a jego ciepto top-
nienia wynosi 19,0kJ/mol. Oszacowaé rozpuszczalno$é naf-
talenu (stezenie, przy ktorym wytraci sie cialo state) w ben-
zenie w temperaturze 298 K. Wskazoéwka. Przyja¢ nastepu-
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23.

jace uproszczenia: (1) cialo state, ktore wytraca sie z roz-
tworu, to czysty naftalen, (2) roztwor naftalenu w benzenie
jest roztworem doskonalym, (3) entalpia topnienia naftalenu
nie zalezy od temperatury.

Eutektykiem prostym nazywa sie mieszanine substancji A
i B, ktore sa calkowicie mieszalne (w dowolnych propor-
cjach) w fazie cieklej i catkowicie niemieszalne w fazie sta-
tej. Na diagramie fazowym eutektyka prostego (Rys. 9.3)
punkt o wspoélrzednych (x.,7T.) nazywa si¢ punktem eutek-
tycznym. Ciekly roztwor o skladzie eutektycznym, 29 = w.,
krzepnie tak jak czysta substancja, w stalej temperaturze
Te. Jest to punkt, w ktérym ciecz wspolistnieje jednoczes-
nie z fazg stalag czystej substancji A i czystej substancji B.
Zalézmy, ze substancje A i B tworzg eutektyk prosty o skta-

T

<

o~

=

S 75

Eﬂd ciecz+A(s)

&

Z

= Te

A(s)+DB(s)
Te
za=0 SKL.AD zp =1

Rysunek 9.3: Wykres fazowy dla eutektyka prostego. Obszary: ciecz + A(s)
oraz ciecz + B(s) oznaczaja obszary dwufazowe ciecz-ciato state, a A(s)+ B(s)
oznacza obszar dwufazowy, w ktorym w rownowadze sa fazy stale czystych
substancji A i B. Sktad z. oraz temperatura 7. okreslaja punkt eutektyczny.

dzie eutektycznym z, = 0,4. Temperatura punktu eutek-
tycznego, T., wynosi 90% temperatury krzepniecia sktad-
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24.

25.

26.

27.

28.

nika A, T, oraz 84% temperatury krzepniecie sktadnika B,
T. Wyznaczy¢ stosunek entalpii topnienia czystych sktad-
nikéw, Ah% /AhY, przyjmujac, ze w fazie ciektej A1 B two-
rzg roztwor doskonaty, oraz ze entalpie topnienia czystych
sktadnikéw nie zalezg od temperatury.

Zmnalez¢ postaé¢ nadmiarowych potencjaléw chemicznych dla
dwusktadnikowego roztworu prostego (gE = gABTATR) Oraz
pokazaé, ze ug i ,ug spelniaja réwnanie Gibbsa-Duhema
przy ustalonych 7' i p. Nastepnie wyznaczy¢ wspoétczynniki
aktywnosci v4 i vp.

W temperaturze 298 K ci$nienie pary nad czysta cieczg A
wynosi 0,031 bar, a nad czysta cieczag B 0,029bar. W roz-
tworze A+ B o sktadzie % = 0, 2 ci$nienia czgstkowe sktad-
nikéw w parze wynosza, odpowiednio, p4 = 0,018 bar oraz
pp = 0,023 bar. Wyznaczy¢ aktywnosci oraz wspélczynniki
aktywnosci obu sktadnikéw w roztworze. Zachowanie kto6-
rego sktadnika jest blizsze prawu Raoulta?

Mieszanina dwusktadnikowa A + B tworzy azeotrop, przy
czym w punkcie azeotropowym sktad cieczy w temperaturze
298 K wynosi 2§ = 2% = 0,70. Przyjmujac, Ze mieszanina
jest roztworem prostym, oraz ze stosunek preznosci pary
nad czystymi cieczami w 1" = 298 K wynosi p’ /pj; = 2,5,
wyznaczy¢ wartos$¢ parametru gap. Czy jest to azeotrop do-
datni, czy ujemny? Wskazowka. Zatozy¢, ze gap nie zalezy
od cignienia.

W pewnej temperaturze 17" wspétczynnik gap(T) = 0,9RT.
Czy roztwor prosty o tej wartosci gap jest mieszaning aze-
otropows, jesli stosunek preznosci pary czystych sktadnikow
wynosi w tej temperaturze p* /pj = 37

Stosujac model roztworu prostego pokazaé, ze w mieszani-
nie dwusktadnikowej luka mieszalnodci jest mozliwa tylko
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29.

9.4

w przypadku dodatnich odchyleri od doskonatosci, czyli ta-
kich, dla ktérych gF > 0). Nastepnie wyprowadzi¢ réwna-
nie na temperature krytyczna i okresli¢ sktad mieszaniny
w punkcie krytycznym.

Dwie ciecze pod ci$nieniem atmosferycznym tworzg roztwor
prosty, dla ktérego

9aB(T)/RT = —2(T — Ty)*/K* + 5(T — Tp) /K,

gdzie Ty jest pewng temperaturg odniesienia (temperatura
jest wyrazona w kelvinach). Sprawdzié, czy istnieje luka mie-
szalnoéci, a jesli tak, to jaki jest ksztalt krzywej mieszalno-
Sci, ile jest punktow krytycznych i jakie sg wartosci tempe-
ratur krytycznych.

Rozwigzania

. Zgodnie z definicja czgstkowych wielko$ci molowych mamy

V =nava +npup = n(xava + puB),

gdzie V jest objetoscig roztworu. Poniewaz v4, v i x5 s3
dane, pozostaje wyznaczyé n = n4 + np. Masa roztworu,
m, dana jest zwigzkiem:

m=naMs+npMp =n(xaMy + xpMp)
=n(0,55 - 58 + 0,45 - 118) g/mol = n - 85 g/mol,

wiec dla m = 0,85 kg mamy n = 10 moli. Dla V' dostajemy:

V =10(0,55 - 74 + 0,45 - 80) cm® = 767 cm?®.

. WyprowadZzmy najpierw ten zwigzek dla czystej substancji.

Poniewaz entalpia H = U + pV, skad

dH =TdS + Vdp+ udn,
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oH 08
— ) =v+T(=) .
<8p>T,n <8p>T,n

7Z kolei entalpia swobodna G =H —TS'i
dG = —=SdT + Vdp + pdn,

o5\ _ (v
Op T,n_ oT o

oHY VN o (OV/T
<8_p>T,n‘V T<8T>m‘ g < oT >

Zeby otrzymaé wielkosci molowe: h = H/n oraz v = V/n,
trzeba podzieli¢ obie strony powyzszej rownosci przez liczbe
moli, n. Zauwazmy, ze w tym przypadku h jest takze czast-
kowa wielkoscig molowa, bo H(T,p,n) = nh(T,p), skad

<8_H> o
on Tp

Tak wiec w przypadku czystej substancji entalpia molowa
i czgstkowa entalpia molowa to ta sama wielkosé; to stwier-
dzenie dotyczy tez innych wielkosci molowych: objetosci, en-
talpii swobodnej, itd.

wiec

skad

oraz

Przejdzmy teraz do uktadu wielosktadnikowego. Zgodnie z
ogdlng definicja czastkowej wielkosSci molowej mamy

OH
().,
ani T,p,nj#

przy czym teraz h; # h = H/n, gdzie n oznacza catkowita
liczbe moli. Dla rézniczki entalpii mamy wzor:

dH = TdS + Vdp+ > pidn;.

i=1
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Stad

().~ (3om)
Op T on;0p Tinj s
przy czym

), (),
8]9 Tni,...,ny ap Tni,...,ny

Korzystajac z rézniczki entalpii swobodnej,

dG = —SdT + Vdp + Y pidn;,

=1

dostajemy zwigzek

().~ (o)
8]? Tnt,...,ny or p,nl,...,n,«’

skad, podobnie jak dla czystej substancji,

oH _ e (VT
8]7 Tni,..,ny a or PN yeeey Ny '

Nastepnie rézniczkujac obie strony powyzszej réwnosci po
n;, przy ustalonych T, p i liczbach moli pozostatych sktad-
nikéw, dostajemy

dp T N oTon; P N oT - )

gdzie wykorzystaliémy definicje czastkowej objetosci molo-
wej, v;.

. Przypomnijmy, ze réwnanie Gibbsa-Duhema dla statych T'

1 p ma postac:

i=1
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Z zatozonej postaci potencjatu chemicznego: p; = (7, p)+
RT Inx;, wynika, ze dla ustalonych 7" i p mamy du; =
RTdz;/x;, skad

T T r
> widp; = RTY dv; = RTdY z; =0,
i=1 i=1 i=1
bo ulamki molowe sumujg sie do jednosci. Pokazuje to, ze
réwnanie Gibbsa-Duhema jest rzeczywiscie spelnione.

4. 7 rownania Gibbsa-Duhema przy statych T'i p : x adus +
xpdup=0, i postaci potencjatu chemicznego p4 wynika, ze

RTdxr s+ xpdup =0,
gdy x4 — 1. Poniewaz drxy = —dxp, wiec
d/LB = RTda:B/a:B, (919)

dla xp — 0. Latwo sprawdzi¢, ze zalezno$¢ rézniczkowa
(9.19) jest spetniona dla funkcji

up = ug(T,p)+ RTInxp, (9.20)

gdzie przez u$(T,p) oznaczyliSmy staly catkowania, ktéra
zalezy od temperatury i ci$nienia. Zauwazmy, ze chociaz up
ma formalnie taks sama postac jak p 4, to jednak stala p%
nie jest potencjalem chemicznym czystej substancji B, jak
moglby sugerowaé wzor (9.20), jesli roztwoér nie jest dosko-
naly w calym zakresie sktadéw. Indeks oo ma podkreslié, ze
(9.20) obowiazuje tylko w granicy xp — 0, czyli w granicy
nieskonczonego rozcieniczenia. Roztwor, dla ktorego spel-
niona jest powyzsza zaleznos¢, nazywa sie roztworem dosko-
nalym rozcieficzonym. W takim roztworze do rozpuszczal-
nika, A, stosuje si¢ prawo Raoulta: p4 = p’ 9, natomiast
do substancji rozcieniczonej, B, stosuje sie prawo Henry’ego:
pB = KpxG. Wspélczynnik proporcjonalnosci K p nosi naz-
we statej Henry’ego, przy czym Kp # p}; (zob. zad. 12).
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5. 7Z postaci potencjaléw chemicznych wynika, ze dla T =

const 1 p = const mamy

radpa +xpdup = RTdr A+ 2 AW/ (25)drp
+ RTdxg + xgW'(x4)dz 4,

gdzie W'(x) oznacza pochodna. Po uwzglednieniu zwigzkow:
x4+ xp =11drp = —dry dostajemy

zadps +xpdpp = [(1—20)W (x4) — 2AW' (1 — 24)]dT 4.
Poniewaz W(zx) = Zgzl W,z™, wiec prawa strona powyz-

szego roéwnania znika, gdy

N
D aWn[(1—za)2y !t —2za(l— )" =0.
n=1

Latwo pokazaé, ze wyrazenie w nawiasach znika tylko, gdy
n = 2, wiec wielomian musi mie¢ posta¢: W(z) = Woz?,
gdzie w ogolnosci Wy zalezy od T'1i p.

. Zgodnie z definicjg swobodnej entalpii mieszania mamy:

GM/n = xa(pua — ph) +2p(up — up) = RT(zalnzy
+aplnzp)+xaW(zp) +xpW(xa).
Po uwzglednieniu postaci wielomianu: W (x) = Wox?, oraz

tozsamodci: anc2B + a:Baci = xarp(xA + 2B) = xATRE, dO-
stajemy:

GM/n =RT(xpalnzga+2xplnap)+Wozszp.
Liczymy xadva + xpdvp, podstawiajac wyrazenia na v4 i
VB:

zadva + zpdvg = za[2axp — 2(a — b)x2B]d:rB + zp[2bx A
+2(a — b)x?]dzs = 2z 225[—a + (@ — b)(1 — z4)
+b+4 (a—b)xaldrs =0.
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10.

Objeto$¢ molowa mieszania dana jest wzorem:
oM =VMn =z 4(vs —vh) + 2p(v —v5),

gdzie VM jest objetoscig mieszania. Po podstawieniu v4 i vp
dostajemy:

2
oM =z 2p |axp + bra + g(a —b) (x4 — z%)

Nastepnie wykorzystujemy zwigzek x4 + xp = 1, co daje

oM = %[(Za +b)xa + (a+20)xp].

. Ze wzoru na entropie mieszania dla mieszaniny doskonatlej,

SM — _nR > ; xiInx;, dostajemy po podstawieniu wartosci
utamkéw molowych:

SM /p = —8,314- (0,781 - In0,781 4+ 0,21 - In 0,21
+0,009 - In0,009) J /(K mol) = 4,682J /(K mol).

. Sklad cieczy, z9, znajdujemy ze wzoru: p = pp + (p) —

Pp)xG, ktory dla p = (p% + pp)/2 daje 25 = 0,5. Zwia-
zek miedzy skladem cieczy, 25, i skladem pary, 2%, wynika
z prawa Raoulta: py = p%z9, i prawa Daltona: py = pxi,
skad

Jegli ustalone jest ciénienie zewnetrzne p (zazwyczaj jest
to ciénienie atmosferyczne), to temperatura wspolistnienia
ciecz-para odpowiadajgca temu ci$nieniu nazywa sie tempe-
raturg wrzenia. W tym zadaniu chodzi wiec o zwiazek po-
miedzy temperaturg wrzenia roztworu A+ B oraz jego sktla-
dem (sktad cieczy), 9, i sktadem pary nad roztworem, z¥%.
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Zgodnie 7z prawem Raoulta (zob. (9.6) i (9.7)) linia sktadu
cieczy dana jest zwigzkiem:

p=pp(T) + [Pa(T) — pp(T)]z%, (9-21)

gdzie cis$nienia p%(T) i pj(T') odpowiadaja wspoélistnieniu
ciecz-para dla czystych sktadnikow A i B w temperaturze
T. Wyznaczajac z (9.21) z¢, dostajemy
p—pp(T)
pA(T) = pp(T)
Jak widaé, przy ustalonym ci$nieniu zewnetrznym p sktad

cieczy jest funkcjg temperatury. Zeby ja wyznaczy¢ musimy
znaé linie wspolistnienia ciecz-para dla czystych sktadnikéw.

4 = (9.22)

Jak wiemy, dla czystej substancji z réwnania Clausiusa-
Clapeyrona wynika, ze jesli entalpia parowania, Ah, nie
zalezy od temperatury, to ci$nienie na linii wspolistnienia
ciecz-para, p,, dane jest wzorem (zob. rozdz. 8 zad. 10)

Pu(T) = puw(To) exp[(Ah/R)(1/To — 1/T)],

gdzie Tj jest temperaturg odniesienia. Zastosujmy ten wzor
do czystego skladnika A, podstawiajac za p,, ci$nienie p%,
a za Ah entalpie parowania czystego A, Ah% . Jako tempera-
ture odniesienia przyjmijmy temperature wrzenia czystego
A pod ci$nieniem p i oznaczmy ja symbolem T7;. Z definicji
temperatury wrzenia mamy p = p* (77), zatem

pi(T) = peAPa/RA/TE=1/T)

Postepujac analogicznie ze sktadnikiem B, dostajemy

P(T) = pe®/BA/Tp=1/T)

gdzie T oznacza temperature wrzenia czystego B pod cis-
nieniem p. Po podstawieniu p% (T') i pj(T) do (9.22) otrzy-
mujemy:
. 1 — (ARG /R)(1/TE—1/T)
AT AR RTE —1/T) _ (B /R)(1/T5—1/T)
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11.

12.

Jest to szukany zwigzek miedzy temperatura wrzenia roz-
tworu pod ustalonym ci§nieniem p i sktadem cieczy.

Zeby znalezé sktad pary nad roztworem, 2%, korzystamy
ze zwigzku 2% = pa/p (prawo Daltona), gdzie p4 oznacza
czastkowe cignienie pary sktadnika A, a nastepnie z prawa
Raoulta: pg = p%x%, skad

g

2% = AR/ BT/ e

_ o
Uzyskanie odwrotnych zaleznosci, czyli temperatury w funk-
cji sktadu cieczy lub pary, wymaga rozwiniecia funkcji wy-
ktadniczej, tj. e¥ &~ 14y, pod warunkiem, ze argument ¥y jest
dostatecznie maly. Poniewaz 1/T7% —1/T ~ (T —T%)/(T%)?,
wiec np. dla AhY =20kJ i T} = 300K dostajemy

AR,
R(T3)?

=0,027K L.

Dla réznicy T'—T") wynoszacej kilka stopni argument funkcji
wyktadniczej jest rzeczywiscie niewielki. Ma to miejsce wow-
czas, gdy temperatury 17 i T; nie r6znig si¢ zbytnio. Jako
proste ¢wiczenie pozostawiamy czytelnikowi odwrécenie za-
leznosci 2 = x4 (T) oraz 2% = x%(T) w przypadku, gdy ar-
gument funkcji wyktadniczej jest niewielki, wiec ¥ ~ 1+ y.

Korzystamy z wynikéw poprzedniego zadania. Dla czystych
substancji dostajemy: p* (T)/p = 1,224, pi(T)/p = 0, 788.
Dla roztworu A + B sklad cieczy znajdujemy z prawa Ra-
oulta, a sklad pary z prawa Daltona; stad: = = 0,486
129 =0,595. Jak widaé, sktad pary jest przesuniety w sto-
sunku do sktadu cieczy w strone bardziej lotnego sktadnika
A, czyli tego, ktéry w stanie czystym wrze w nizszej tempe-
raturze.

Musimy najpierw przeliczy¢ stezenie tlenu w wodzie z mg)/1
na utamek molowy. Przyjmujemy, ze woda to sktadnik A,
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13.

a tlen to sktadnik B. Poniewaz roztwoér jest rozciericzony,
wiec stezenie tlenu w roztworze w réwnowadze ciecz-gaz,
x4 < 1, skad dostajemy

x5 ~np/na=ving/Va,

gdzie V4 oznacza objetosé wody. Objetos¢ molowa wody
v’ = 0,018 1/mol. Natomiast stezenie 4mg Oz na litr od-
powiada ng/Va = 1,25 x 10~% mol/1, czyli

2% =0,018-1,25 x 10~* = 2,25 x 107°.

Mnozgc =4 przez stalg Henry’ego dla tlenu w wodzie, Kp,
dostajemy cisnienie czgstkowe tlenu nad powierzchnig wody:

pp=3,3x107-2,25 x 1075 Tr = 74,25 Tr.

Jest to ciénienie niezbedne do utrzymania zatozonego steze-
nia tlenu w wodzie w temperaturze 25°C.

Dla roztworu doskonatego rozciericzonego stosuje sie prawo
Henry’ego (do substancji rozpuszczonej B). Stezenie gazu
W cieczy wynosi wiec

rs = pp/Ka,

gdzie pp to ci$nienie czgstkowe B nad roztworem, a Kp
oznacza stalg Henry’ego. Zgodnie z prawem Daltona pp =
px%, gdzie p jest catkowitym ci$nieniem pary nad roztwo-
rem, a z%; utamkiem molowym B w parze. Skoro ropuszczal-
nik A jest substancjg nielotna, to mozna przyjac, ze z% = 0,
czyli 2% =1, skad pp =p i

x5 =p/Kp. (9.23)

Skorzystamy teraz z zalozenia, ze 24 < 1, wige

T —=—-4 (9.24)
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gdzie V4, V sg objetoSciami czystych sktadnikéw, a v} i vp
ich objeto$ciami molowymi. Ponadto dla gazu doskonalego
mamy pvy;, = RT, zatem taczac (9.23) z (9.24), otrzymujemy

Vevy _Vepva _ p
viVa  VaRT  Kgp’

skad
\Z: RT

Vi Kpvy’

Podstawiajac wartosci: Kp = 3,3 x 107 Tr oraz v’ = 0,018
1/mol, dla T' = 298 K, dostajemy (1 Tr = 133,322 Pa):

8,314 - 298 J /mol

VB/Va = 3,3 x 107 - 133,322 Pa - 0,0181/mol

=0,031.

Czysty rozpuszczalnik i roztwor tworzg dwie fazy, ktore sa
w réownowadze w obecnosci btony poétprzepuszczalnej. Po-
niewaz blona przepuszcza tylko czasteczki A, wiec warunek
réwnosci potencjatéw chemicznych dotyczy tylko tego sktad-
nika; ma on postac:

wa(T,p) = pa(T,p+1I), (9.25)

gdzie p% oznacza potencjal chemiczny czystego A, a fa
oznacza potencjal chemiczny A w roztworze z B. Zauwazmy,
ze réznica cignien II bierze sie stad, ze na mocy réwnania
Gibbsa-Duhema (réwnanie (8.4)) zmienne: T, p, 4 1 1 nie
sg od siebie niezalezne. Wobec tego, gdyby oprocz T i pua
réwniez ci$nienia w obu czesciach naczynia byly réwne, to
takze potencjat chemiczny B musialby by¢ taki sam. To jest
jednak niemozliwe ze wzgledu na obecno$é¢ btony poétprze-
puszczalnej. Zeby wyrazié potencjat chemiczny A w roztwo-
rze, korzystamy z zalozenia o doskonatosci roztworu:

pa(T,p+ 1) = py(T,p+ 1) + RTInzy.
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15.

Tak wiec warunek (9.25) przyjmuje postac:
pa(T,p+ 1) — p3(T,p) = —RTInz 4. (9.26)
Nastepnie korzystamy z zalozenia, ze réznica ciénien jest

nieduza i rozwijamy p% wokot II = 0:

* * 8 y
pATp 4 ) = (T ~ (%2) 1
D Jr

1 82/[;& 2 * 1 *
+§<8p2 >TH :'UAH 1—§K)TH Q‘JUAH,

(9.27)

gdzie v’ jest objetosciag molowg czystego rozpuszczalnika,
a kr jego Scisliwodcia izotermiczng. Na ogoél pomija sie wy-
raz kwadratowy w II, co jest uzasadnione, jesli kx7I1/2 < 1.
Ostatecznie, ci$nienie osmotyczne wyraza sie prostym wzo-

rem:
RT'lnxy

I =
*
Vg

, (9.28)

ktory otrzymujemy ze zwiazkow (9.26) i (9.27).

Stupek wody w kapilarze, wznoszacy sie powyzej powierz-
chni roztworu, odpowiada ci$nieniu osmotycznemu II, przy
czym

IT = pgh, (9.29)

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie. Jesli roztwor jest
silnie rozcieniczony, to
Inzg=In(l—-2p)~ —xp=—-ng/n

9.30
~-—np/na=—npvy/V, (9.30)

gdzie A oznacza rozpuszczalnik, a B substancje rozpusz-
czona. Po podstawieniu (9.30) do (9.28) dostajemy:

_ RT'mp  RI'm

II = .
V VM

(9.31)
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Wysokoéé stupa wody w kapilarze, h, wyznaczamy z rownan
(9.29) i (9.31), skad

_ RTm
- VMpg®

Zauwazmy, ze wzdr ten mozna tez wykorzysta¢ do wyzna-
czenia masy czasteczkowej, M, mianowicie

M:RT_m.
Vpgh

Substancja B jest nielotna, wiec warunek réwnowagi ciecz-
para przyjmuje postac:

ps (T, p,x%) = pé (T, p,2%) = i (T, p), (9.32)

bo przyjelismy x9, = 0, cayli 2% = 1; p{ oznacza potencjat
chemiczny czystej substancji A w fazie gazowej. Dla roztwo-
ru doskonatego mamy ponadto:

i = wa(T,p) + RT Inx5. (9.33)

Biorgc nastepnie rézniczke obu stron réwnosci uf = N*Ag ,
przy stalym p, dostajemy

(=s% + Rlnaz$)dT + RTdInz§ = —s'{dT, (9.34)
przy czym skorzystaliSmy ze zwigzku termodynamicznego

(Op/0T), = —s, gdzie s jest entropig molowa. Z roéwnosci
(9.34) wynika zwigzek:

<8lnmf4> _ _Asf4+Rln:Ef4
p

a7 T (9.35)

gdzie As* = s’ — s* oznacza réznice entropii molowych

fazy gazowej i cieklej dla czystej substancji A w tempera-
turze T'. Nalezy jednak pamieta¢, ze T' r6zni sie od tempe-
ratury przemiany ciecz-para dla czystego rozpuszczalnika A
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pod ci$nieniem p, czyli T} (temperatura wrzenia czystego
rozpuszczalnika). Rzeczywiscie z polaczenia (9.32) z (9.33)
wynika, ze

Apy = pi (T,p) = wi (T,p) = RTInxf <0,

dla 26 # 1, czyli (T, p) > pd(T,p). To oznacza, ze
w temperaturze T, w ktorej zachodzi wrzenie roztworu pod
ci$nieniem p, czysty rozpuszczalnik bytby juz w fazie ga-
zowej. Jesli jednak temperatura T nie r6zni sie zbytnio od
T, to potencjal chemiczny p*f(T,p) odpowiada tzw. prze-
grzanej cieczy. Taka ciecz nie jest wprawdzie w réwnowadze
termodynamicznej z para, gdyz stosunkowo niewielkie za-
burzenie moze spowodowaé gwaltowng przemiane calej cie-
czy w pare, niemniej mozna ja otrzymaé¢ w warunkach labo-
ratoryjnych. Podobnie mozna uzyska¢ przechtodzong pare,
ktorej potencjal chemiczny jest wyzszy od potencjatu che-
micznego cieczy o tej samej temperaturze i cinieniu.

Zauwazmy dalej, ze dla entalpii molowej czystego rozpusz-
czalnika mamy h’ = T's% + p’, wiec przy ustalonej tempe-
raturze T

Ahly =TAsH + Apy = TAsy + RT In .

Po wstawieniu tego zwigzku do (9.35) mamy ostatecznie

Olnz4 B AV
( 5T >p__RT2' (9.36)

Formalnie w tym wzorze Ah% bylo liczone dla temperatury
wrzenia roztworu, 7. Jednak mozemy pomingé niewielka
réznice miedzy temperaturami wrzenia roztworu i czystego
rozpuszczalnika, i podstawi¢ wartos¢ Ah’ odpowiadajaca
temperaturze T7).
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17. Musimy po prostu scatkowaé¢ réwnanie (9.36) z poprzed-
niego zadania przy zalozeniu, ze Ah% nie zalezy od tempe-
ratury. Catkujac od temperatury 77} do 7', dostajemy:

ARY (11
Inz$ = RA <T — T_A> . (9.37)

Poniewaz entalpia parowania rozpuszczalnika, AhY, jest do-
datnia, wiec ze wzoru (9.37) wynika, ze roztwér wrze w wyz-
szej temperaturze niz czysty rozpuszczalnik, czyli T > T7}.
(Zauwazmy, ze taki sam wzor wynika z rozwigzania zadania
10, gdy potozymy pj = 0, czyli p = pa = p’x%.) Wykorzy-
stamy teraz dwa zatozenia: (1) =% jest male, wiec

Inz§ =In(1 — 23) =~ —2%, (9.38)

i (2) temperatura wrzenia, 7', odpowiadajaca x4 jest bliska
T%, zatem
/T —1/T% ~ —=AT/(T%)?, (9.39)

gdzie AT =T — T okrefla przesunigcie temperatury wrze-
nia roztworu w stosunku do temperatury wrzenia czystego
rozpuszczalnika. 7 polaczenia (9.37), (9.38) i (9.39) dosta-
jemy:
R(T* 2 R(T* 2

L) o » BTA) n5. (9.40)

AR ARY na

W praktyce zwigzek pomiedzy AT i stezeniem substancji B
zapisuje sie czesto jako

AT =

AT = Kemp, (9.41)

gdzie mp oznacza molalno$é substancji rozpuszczonej, B.
Molalnos¢ to liczba moli substancji rozpuszczonej przypa-
dajaca na jednostke masy rozpuszczalnika, czyli

np

mp = ;
naMy’
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18.

19.

zwykle podaje sie ja w kg/mol (jesli wartosé liczbowa masy
czasteczkowej M, podzielimy przez 1000, to otrzymamy
warto$¢ molalnogci w kg/mol). Zeby wzory (9.40) i (9.41)
zgadzaly sie, wspolczynnik K., zwany stalyg ebulioskopows,
musi mie¢ postaé:

o MAR(TP

C ARy
Tak wiec, jesli entalpie przemiany wyrazimy w J/mol, stala
gazowg w J /(K mol), temperature w K, a mase czasteczkowg

(wyrazona w g/mol) podzielimy przez 1000, to K. bedzie
miata wymiar K/(mol kg=1).

Molalno$¢ roztworu liczymy ze wzoru (9.41) (zob. zad. 17),
skad po podstawieniu danych

mp = AT/K. = 1,8/2,53mol/kg = 0,711 mol /kg.
Z definicji molalnoéci mamy np/ng = mpMy, gdzie My =
78 g/mol jest masg czasteczkowg benzenu, zatem np/ng =

0,055. Poniewaz masa roztworu wynosi

m = Muana+ Mpnp =na(Ma+ Mpnp/na)
=n4 81,52g/mol,

wiec dla m = 100 g mamy n4 = 1,227 mol, np = 0,067 mol.
Masa nielotnego sktadnika wynosi wiec

Mpng = 640,067 = 4,29 g.

Poniewaz sktadnik B nie jest obecny w ciele stalym, wiec
warunek réwnowagi ciecz-ciato stale ma postaé:

N%(Tvpv‘ril) = MZ(T,p,.TZ) = NZS(TJ))?
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gdzie ;1) oznacza potencjat chemiczny czystego rozpuszczal-
nika w fazie stalej. Wykorzystujac doskonalo$é¢ roztworu,
dostajemy

Wi (T,p) + RTnaty = i (T, p).

Dalej wyprowadzenie przebiega identycznie jak w przypadku
rownowagi ciecz-para dla roztworu cieklego rozpuszczalnika
A z nielotng substancja B (zob. zad. 16 i 17). Musimy je-
dynie wielkosci odpowiadajace gazowi zastapi¢ wielkodciami
odpowiadajacymi fazie statej. Wobec tego entalpie molowg
parowania, h' — h’{, zastepujemy entalpiag molowg krzep-
niecia, h’¥ — A = —Ah’, gdzie przez Ah’y oznaczyliSmy
tu entalpie molowg topnienia, ktéra jest dodatnia. Tak wiec
mamy tylko zmiane znaku w stosunku do zjawiska wrzenia
roztworu (por. wyrazenie (9.37)), tzn.

. AR (11
= 5 (7 - 7)

czyli T" < T, gdzie 1"} oznacza temperatur¢ krzepniecia
(topnienia) czystego rozpuszczalnika. Gdy zawartos¢ sktad-
nika B w roztworze jest mala, to przesuniecie temperatury
przemiany ciecz-cialo stale mozemy zapisa¢ w postaci ana-
logicznej jak dla przemiany ciecz-gaz, tj.

AT = ICkm B
gdzie mp jest molalnoscia sktadnika B, a

_ MAR(T})

K
g AR,

nosi nazwe statej krioskopowej. Zauwazmy, ze ze wgledu na
obnizenie temperatury krzepniecia roztworu w stosunku do
temperatury krzepniecia czystego rozpuszczalnika, tu prze-
suniecie temperatury jest zdefiniowane jako AT =T — T,
czyli jest dodatnie.
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20.

21.

22.

Liczymy najpierw liczbe moli etanolu (sktadnik B), ktorego
masa czasteczkowa Mp = 46 g/mol:

np =24g/Mp = 0,522mol,

a poniewaz masa rozpuszczalnika (wody) to 1kg, wiec mo-
lalnoéé etanolu wynosi

mp = 0,522 mol/kg.

Z kolei AT = 0,97K, wiec dla statej krioskopowej wody
dostajemy wartosé:

Ky = AT/mp = 1,86 K/(mol kg™ 1).

Molalnosé¢ acetonu (sktadnik B) musi wynosié
mp = AT/Ky = 0,5/3,70mol /kg,
wiec liczba moli B zawarta w 1,5 kg rozpuszczalnika to
ng =mp-1,5kg = 0,203 mol.

Masa czasteczkowa acetonu Mp = 58 g/mol, wiec w 1,5kg
kwasu octowego nalezy rozpuéci¢ 11,77 g acetonu.

Jak zwykle oznaczymy rozpuszczalnik symbolem A, a sub-
stancje rozpuszczona symbolem B. Podobnie jak w zada-
niu 19 chodzi o stan réwnowagi miedzy cieklym roztworem
i cialem stalym, z tym ze tutaj cialo stale tworzy substan-
cja rozpuszczana (naftalen), a nie rozpuszczalnik. Poza tym
rozumowanie przebiega analogicznie. Rowno$¢ potencjatow
chemicznych sktadnika B w roztworze i w fazie stalej ma
postac:

5y = 1i§(T,p) + RTnaty = 15 (T.p),
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23.

przy czym wykorzystaliSmy zaltozenie o doskonatosci roz-
tworu, oraz ze faza stala to czysty skladnik B. Poniewaz
przyjeliémy ponadto, ze entalpia topnienia naftalenu nie za-
lezy od temperatury, wiec mozemy napisa¢ zwiazek (zob.

zad. 19): N :
= 5" <T_ - f) ’
B

gdzie T} oznacza temperatur¢ topnienia czystej substancji
B, a Ah%} jej entalpie topnienia. Zwigzek ten nazywa sie
linig rozpuszczalnoéci substancji B w ciekltym rozpuszczal-
niku. Okresla on maksymalne stezenie substancji B w roz-
tworze (wyrazone utamkiem molowym 2%) w temperaturze
T < T}, czyli stezenie roztworu nasyconego. Powyzej tego
stezenia nadmiar substancji B wytraca sie¢ w postaci ciata
statego.

Dla danych z zadania dostajemy:

1
Inz = 892% (1/352,3 — 1/298) = —1,18.

Utamek molowy naftalenu w roztworze nasyconym wynosi
wige x5 = 0, 307.

Zauwazmy najpierw, ze rozréznienie miedzy linig krzepnie-
cia i linig rozpuszczalnosci jest dosy¢ umowne (por. zad. 19
i 22), gdyz zalezy tylko od tego, czy dany sktadnik jest roz-
puszczalnikiem, czy substancjg rozpuszczona. W obu przy-
padkach okre§lamy sktad fazy cieklej wspolistniejacej z faza
staly, badz to substancji A, badz substancji B. Przy przy-
jetych zalozeniach obie linie krzepniecia (rozpuszczalnosci)

majg postac:
AR 1 1
In z¢ Al - =
w5 (7 7)

Ah% 1 1
oy = 20 (L 1),
R \T; T
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24.

gdzie x5 = 1 —x9. Jezeli na jednej osi odtozymy Inx, a na
drugiej 1/T, to otrzymamy linie, kt6rych nachylenia maja
przeciwny znak. Punkt eutektyczny odpowiada punktowi
przeciecia tych dwoéch linii, przy czym temperatura T, lezy
ponizej temperatur topnienia (krzepniecia) obu sktadnikow.
Po podstawieniu danych z zadania mamy: x4 = z. = 0,4,
% = 0,6 oraz T, = 0,977} = 0,847}, czyli 1/T =0,9/T,
1/Tf = 0,84/T,. Dostajemy stad:

AR, AR,

n0,4 = ~0,916 = 4 (0,9—1)=—0,1 BT
_ _ Bhp 1) = 'B
In0,6 = 0,511 = 725 (0,84 — 1) = —0,16 mT

zatem stosunek entalpii topnienia wynosi:

AhYy /ARy =9,16/3,19 = 2, 87.

Zauwazmy najpierw, ze

0
ani

RTan Inz; = RT Inz;,
J

bo 5
Z"ja_m(ln”j —Inn) = 2(5’ —z;) =0,
J J
gdzie d;; oznacza delte Kroneckera. Wobec tego z definicji
nadmiarowej energii swobodnej Gibbsa, G¥, wynika, ze

oGE

=i wi — RTInz; = uF. (9.42)

Zgodnie z definicjg roztworu prostego (zob. (9.11))

B B
G” =ng” =ngaprarp = gapnang/n,
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25.

skad po podstawieniu do (9.42)
1 = gap(np/n —nanp/n?) = gaprp(l — x4) = gATE;

analogicznie ,ug = gABa:i. Sprawdzmy teraz, czy ,ufj; i ,ug
spelniajg réwnanie Gibbsa-Duhema:

zadpl + 2pdul = 0.

Przy ustalonych 7' i p mamy: duf = 2gapzpdrp oraz
dug = 2gapxadzrp, a poniewaz drp = —dx 4, wiec roéw-
nanie Gibbsa-Duhema jest spelnione przez nadmiarowe po-
tencjaty chemiczne.

Wspoélezynniki aktywnosci wyznaczamy ze zwigzku:
puf = RTInvy;,

skad 74 = exp(gapz%/RT), 75 = exp(gapaz?y/RT) .

Zeby wyznaczy¢ aktywnosci, musimy skorzystaé ze zwigzku
pi = pia§ (zob. (9.9)), gdzie af oznacza aktywnos$¢ i-tego

sktadnika w cieczy. Dla skladnika A mamy:

a$ =pa/py = 0,018/0,031 = 0,58,
a dla sktadnika B:

ap =pp/pp =0,023/0,029 = 0,79.

Wspoélczynnik aktywnoéci otrzymujemy, dzielac aktywnogé
przez utamek molowy, wiec: 74 = a%/z% = 0,58/0,2 = 2,9,
75 = aB/x% =0,79/0,8 = 0,99. Wspotezynnik aktywnosci
sktadnika B, czyli rozpuszczalnika (bo % > z¢) jest bar-
dzo bliski jednosci, wiec dla tego sktadnika prawo Raoulta
jest lepiej spetione.
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26.

27.

Z prawa Daltona mamy pa = pz%, pp = pz¥;, gdzie p jest
ci$nieniem pary nad roztworem, zatem (zob. (9.9))

PTY = PAVATL,  PTH = DRYBTE-
Poniewaz w punkcie azeotropowym sktad pary jest taki sam
jak sktad cieczy, czyli 29 = 2§ = 29 oraz 2% = 2§ = 2%,
wiec
P ="PaYa = PB7B:
skad
VB/Ya = Pa/Ps-

Korzystajac ze wzoru na wspoélczynnik aktywnosci w roz-

tworze prostym (zob. zad. 24) oraz ze zwigzku x4 +xp = 1,
dostajemy:

In(ply /pls) = In(vs/4) = gan(l — 22%)/RT.

Stad
gap _ In(py/pp)
RT ~ 1-21%

= —2,2907,

czyli gap = —5675J/mol dla T' = 298 K. Poniewaz gap < 0,
wiec wspotczynniki aktywnoéci sg mniejsze od jednosci, co
oznacza, ze odchylenie od prawa Raoulta jest ujemne.

Przyjmijmy najpierw, ze jest to mieszanina azeotropowa.
Wowczas sktad w punkcie azeotropowym, z%, wyznaczamy
ze wzoru (zob. zad. 26):

In(py/pp)  In3
1— 9% = —PAPB) _ —1,292.
AT T B/RT 0,9

Ro6wnos¢ ta nie moze by¢ jednak spelniona, bo 0 < 29 < 1,
co oznacza, ze nie jest to mieszanina azeotropowa.
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28.

29.

Istnienie luki mieszalnosci oznacza utrate stabilnosci dy-
fuzyjnej w punkcie krytycznym, co odpowiada warunkowi
(zob. (9.16) i (9.17))

<a2gM> RT <a2gE>
2 = + D) — 0.
or4 T, TAZB 0x% Tp

Dla roztworu prostego g” = gap(T,p)razp, Wiec

82 E
<a—gg> = —294B(T,p).
Ta/rp

Warunek utraty stabilnoéci dyfuzyjne;j:

1 2gap(T,p)
TATB RT

=0,

moze byé spelniony tylko, gdy gap > 0, co oznacza g¥ > 0,
czyli w przypadku dodatnich odchylen od doskonatosci. Zak-
tadajac dalej dodatnios¢ gap, zauwazmy, ze gdy 2gap/RT
jest mniejsze od minimalnej wartosci funkcji 1/x 4z 5, ktora
wypada w z4 = 1/2 i wynosi 4, czyli gdy

gAB(Tvp)/RT < 27

to warunek stabilnoéci dyfuzyjnej jest zawsze spelniony. Na-
tomiast réwnosé

9aB(T,p)/RT = 2,

odpowiada temperaturze krytycznej, T*", gdyz warunek sta-
bilnosci zatamuje sie w T = T*" tylko dla jednego sktadu
— sktadu krytycznego a;'j{ = 1/2. Dla sktadow x4 # a:'j{
warunek stabilnosci jest spetniony w T' = T".

Warunek na temperature krytyczng (zob. zad. 28) przybiera
postaé¢ rownania:

gap(T)/RT = 2K (T —Tp)2 + 5K Y(T - T)) = 2,
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ktére ma dwa pierwiastki: 77 = Tp+0,5K i Th =Ty + 2K,
przy czym

gap/RT <2 dlaT <TyidlaT > Ty

oraz
gap/RT >2 dlaT) <T < Ts.

Tak wiec dla temperatur nizszych od 17 lub wyzszych od Tb
warunek stabilnosci dyfuzyjnej jest spelniony, czyli sktad-
niki sg catkowicie mieszalne, natomiast dla temperatur 77 <
T < Ty istnieje luka mieszalnodci. Krzywa mieszalnosci jest
zatem krzywg zamknieta, 77 jest dolng, a T5 gérng tempe-
raturg krytyczna.



Rozdziat 10

Rownowaga w ukladach
z reakcjami chemicznymi

10.1 Termochemia

Reakcjom chemicznym z reguly towarzyszy pewien efekt cieplny,
wydzielanie albo pochlanianie ciepta. Jezeli uktad, w ktorym za-
chodzi reakcja, wydziela ciepto, méwimy o reakcji egzotermicznej,
a gdy je pobiera — o reakcji endotermicznej. Analizg efektow ciepl-
nych reakcji chemicznych zajmuje sie termochemia.

Rozwazmy uklad zamkniety, czyli niewymieniajacy materii
z otoczeniem, w ktorym zachodzi reakcja chemiczna. Z definicji
entalpia uktadu, H, dana jest wzorem

H=U+pV,

gdzie U jest energig wewnetrzng, a V jest objetoscig uktadu. Jesli
ci$nienie, p, w uktadzie jest ustalone, to z pierwszej zasady ter-
modynamiki,

AU =Q+W,

gdzie () oznacza ciepto dostarczone do uktadu, a W prace wyko-
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nang nad uktadem, dostajemy:
AH =AU +pAV =Q + W + pAV.

Jesli uktad moze wykonywaé tylko prace objetosciows, czyli W =
—pAV, to
AH=Q,

przy czym AH < 0 dla reakcji egzotermicznej oraz AH > 0 dla
reakcji endotermicznej.

Sktadniki uczestniczace w reakcji chemicznej nazywamy re-
agentami. Bedziemy je oznacza¢ indeksem R, ktéry przebiega
zbiér wszystkich reagentéw. Formalnie kazda reakcje chemiczng
mozna zapisa¢ w postaci:

Z I/’RR i Z I/RR,

Re&{substraty } Re{produkty}

gdzie v oznacza wspodlczynnik stechiometryczny stojacy przy re-
agencie R. Po lewej stronie zapisujemy substancje uzyte do re-
akcji, czyli substraty, wiec w sumowaniu po lewej R nalezy do
zbioru substratow, R € {substraty}. Po prawej stronie zapisu-
jemy produkty, czyli substancje otrzymane w wyniku reakcji, stad
sumowanie jest po R € {produkty}. Zauwazmy, ze chociaz reak-
cja chemiczna jest na ogdt procesem nieodwracalnym, to méwiac
o zmianie entalpii, poréwnujemy dwa stany réwnowagowe, kto-
rych entalpie sg dobrze okres§lone. Stan poczatkowy to niezmie-
szane substraty, a stan koncowy to rozdzielone produkty reakc;ji.
Zmiana entalpii uktadu w wyniku reakcji chemicznej nosi nazwe
entalpii reakcji. Zwykle ta zmiana jest odnoszona do warunkow
standardowych, czyli ci$nienia 1bar. Méwimy woéwczas o stan-
dardowej entalpii reakcji. Tak wiec standardowa entalpia reakcji
jest zmiang entalpii uktadu w procesie, w ktérym niezmieszane
substraty w stanach standardowych przechodzg w wyniku reak-
cji chemicznej w rozdzielone produkty réwniez w stanach stan-
dardowych. Przez stan standardowy substancji rozumiemy tu jej
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czysta, stabilng posta¢ w danej temperaturze i pod ci$nieniem
1bar. 7Z definicji tej wynika, ze funkcje termodynamiczne w sta-
nie standardowym zalezga od temperatury. Jednak w przypadku
reakcji chemicznych dane termodynamiczne odnosi sie zwykle do
temperatury 25°C, czyli 298,15 K.

Zgodnie z powyzszym zapisem reakcji chemicznej, standar-
dowa (molowa) entalpie reakcji, AhY, przedstawiamy jako

ARY = Z vrhy — Z vRhR,

Re{produkty } Re{substraty }

gdzie h% oznacza molowsg entalpie reagenta R w stanie standardo-
wym. W powyzszej rownoéci wszystkie wspotczynniki stechiome-
tryczne sg liczbami dodatnimi. Wyraz zwigzany z substratami od-
powiada stanowi poczatkowemu, wiec wchodzi ze znakiem minus,
a wyraz zwigzany z produktami odpowiada stanowi koncowemu,
wiec wchodzi ze znakiem plus. Wygodnie jest przyjaé konwencje,
ze znak minus stojacy przed suma po substratach wlacza sie do
definicji wspotczynnika stechiometrycznego substratu. Woéwczas

ARY = Z vrhY%,
R

gdzie ) 5 oznacza sumowanie po wszystkich reagentach, przy
czym v < 0, gdy R jest substratem, oraz vg > 0, gdy R jest
produktem. Na przyktad dla reakcji:

A+2B—-3C+D
standardowa entalpia reakcji ma postaé:
AR) = 3h¢; + hp) — b)) — 2hip,
co mozna zapisaé jako

AR = vah% + vphY + vehd 4+ vphY),
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pierwiastki

0 produkty

Rysunek 10.1: Diagram przedstawiajacy schematycznie prawo Hessa (zob.
zwiazek (10.1)). Zeby obliczy¢ standardows entalpie reakcji, AhY, reakcje
{substraty} — {produkty} rozkladamy na dwa etapy: (1) rozktad substratow
na pierwiastki, (2) synteza produktow reakcji z pierwiastkow. Obu etapom to-
warzyszy standardowa entalpia tworzenia, AhY,, z tym ze rozktad substratow
na pierwiastki jest procesem odwrotnym do ich tworzenia, wiec AhL, (sub)
wchodzi ze znakiem minus. Niezaleznie od drogi, po ktdrej przebiega pro-
ces, zmiana entalpii jest taka sama, bo zalezy tylko od stanu poczatkowego
(substraty) i koricowego (produkty).

gdzie dla substratéw: vy = —1, vp = —2, a dla produktéow:
vo = 3, vp = 1. Formalnie odpowiada to przeniesieniu substratow
na prawg strone w réwnaniu reakcji. W dalszej czesci bedziemy
stosowaé te konwencje.

Poniewaz entalpia jest funkcjg stanu, wiec nie jest istotny pro-
ces, w wyniku ktérego uktad przechodzi od stanu poczatkowego
do stanu koncowego. Jedli zatem interesujacg nas reakcje mozna
roztozy¢ na kilka reakcji posrednich, to entalpie tej reakcji mozna
wyznaczy¢, sumujac entalpie reakcji posrednich (prawo Hessa).
W szczegolnosci kazdg reakcje mozna rozbic¢ na dwa etapy: (1) roz-
ktad wszystkich substratow na tworzace je pierwiastki, (2) synteza
z tych pierwiastkow produktéow reakcji (zob. Rys. 10.1). W odnie-
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sieniu do reakcji syntezy zwigzku z pierwiastkéw moéwimy o stan-
dardowej molowej entalpii tworzenia. Zauwazmy, ze do wyznacze-
nia AhY dla danej reakcji wystarczy znaé¢ standardowe (molowe)
entalpie tworzenia, AhY, (R), dla wszystkich reagentéw. Z prawa
Hessa mamy bowiem:

AR) = vRAR,(R)= > vrAR,(R)
R Re{produkty } (10 1)

- Z |VR|Ahgw(R)v

Re&{substraty }

gdzie pierwszy wyraz po prawej stronie odpowiada syntezie pro-
duktéw reakcji z pierwiastkow, a drugi wyraz — rozktadowi sub-
stratow na pierwiastki.

10.2 Reakcje w mieszaninie gazéw doskona-
lych

Reakcje chemiczne przebiegajg samorzutnie do osiggniecia stanu
réwnowagi termodynamicznej, zwanego tez rownowaga chemicz-
na. W réwnowadze chemicznej reakcja przebiega w obie strony
z jednakows szybkoscia, a stezenia reagentéw nie zmieniajg sie.
Na przyktad reakcja

3Hz(g) + N2(g) = 2NHz(g)

moze przebiegaé¢ w jedng albo drugg strone w zaleznosci od warun-
kéw zewnetrznych oraz poczatkowych stezen reagentéw. Rozroz-
nienie na substraty i produkty jest wiec umowne, bo np. amoniak
moze by¢ traktowany albo jako produkt reakcji syntezy, albo jako
substrat w reakcji rozktadu. W zwiazku z tym przyjmuje sie, ze
kierunek z lewa na prawo jest umownie traktowany jako dodatni,
a z prawa na lewo jako ujemny. Zgodnie z tg konwencja substancje
po lewej stronie nazywamy substratami, a substancje po prawej
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stronie produktami. Powyzsza reakcje mozemy tez zapisaé jako:

0 = —3Ha(g) — Na(g) + 2NHz(g),

skad vg, = =3, vn, = —1 1 vypy; = 2. Tak wiec w ogoélnym
przypadku réwnanie reakcji w stanie réwnowagi ma postaé:
0= Z I/RR,
R

przy czym v < 0 dla substratéw i vg > 0 dla produktéw.

W trakcie reakcji zmieniajg sie ilosci poszczegélnych reagen-
tow. Jezeli uktad jest zamkniety (nie wymienia materii z otocze-
niem), to zmiany te nie sa od siebie niezalezne. Mianowicie przy-
rosty liczby moli poszczegblnych reagentéow, czyli dng, muszg byé
proporcjonalne do ich wspoélczynnikéw stechiometrycznych, vg,
€O mozna wyrazi¢ wzorem:

dnr = vrd¢,

gdzie parametr £ nazywa sie liczbg postepu reakcji. Poniewaz kie-
runek reakcji z lewa na prawo uznaliémy umownie za dodatni, wiec
temu kierunkowi musi odpowiadaé¢ wzrost liczby postepu reakcji,
czyli d¢ > 0, skad dnr < 0 dla substratéow i dng > 0 dla pro-
duktéw, zgodnie ze znakami wspotczynnikéw stechiometrycznych.
Calkujac powyzszy zwiazek, dostajemy

nr(§) = nr(0) + vgrE, (10.2)

gdzie liczby ng (0) oznaczaja poczatkowe iloéci reagentow. W trak-
cie przebiegu reakcji w kierunku dodatnim, czyli z lewa na prawo,
ubywa substratéw, a przybywa produktow.

Bedziemy zaktadac, ze reakcja przebiega w stalej temperatu-
rze i pod stalym ci$nieniem. Reakcja przebiega samorzutnie w kie-
runku, w ktérym maleje energia swobodna Gibbsa (entalpia swo-
bodna), G = G(T,p,{nr(£)}), gdzie przez {nr} oznaczylismy
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skrotowo zaleznos¢ G od liczb moli wszystkich reagentéw. W za-
leznosci od poczatkowych ilosci reagentow liczba postepu reakcji,
&, rosnie albo maleje, az do osiggniecia przez ukltad stanu réw-
nowagi, czyli minimum funkcji G. Poniewaz wszystkie liczby ng
zalezg od &, wiec mozemy traktowaé G jako funkcje T', pi . Roz-
niczkujac G wzgledem & przy stalych T i p, dostajemy:

oG dnp
A=—(Z) =- MR _ .
<65>T,,, Z(@nR>T,, dg ;”R’“‘R

Wielko$¢ A nosi nazwe powinowactwa chemicznego. Warunek ko-
nieczny réwnowagi chemicznej:

oG
—) =0
<85>T,p 7

odpowiada wiec réwnaniu :

A(T,p,¢) = ZVR,UR (T,p,&) = (10.3)

ktorego rozwigzaniem jest réwnowagowa wartos$é liczby postepu
reakcji, {cq. W praktyce, zeby rozwigzac¢ to réwnanie, musimy zna¢
potencjaly chemiczne, ug, wszystkich reagentéow.

Rozwazmy sytuacje, gdy wszystkie reagenty sg gazami dosko-
nalymi. Wéwczas ich potencjaly chemiczne dane sg wzorem:

R = p%(T) + RT In(pr /p°),

gdzie p° oznacza cisnienie stanu standardowego (p° = 1bar),
1% (T') oznacza potencjal chemiczny odpowiadajacy temu cignie-
niu, a pr jest ciSnieniem czgstkowym reagenta R. W stanie row-
nowagi chemicznej mamy réwnosé¢ ) ., vrur = 0, skad po pod-
stawieniu wyrazenia na pug dostajemy:

RT Z vR In( pR/p Z I/R/LR (10.4)
R
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Suma po prawe] stronie (10.4),

Z URM%(T) = Z I/RM%(T) - Z |VR|N(7)1(T)
R

Re{produkty} Re&{susbtraty }
0
= Agr )

nazywa sie standardowsg entalpig swobodng reakcji. Podobnie jak
ARY, czyli standardowa entalpia reakcji, Ag® jest réznica miedzy
standardowsg, entalpiag swobodng rozdzielonych produktéw i nie-
zmieszanych substratéw, wystepujacych w ilodciach zgodnych ze
stechiometrig reakcji. Biorgc funkcje exp z obu stron réwnosci
(10.4), mozemy zapisa¢ warunek rownowagi chemicznej w postaci
zwanej prawem dzialania mas:

I1 <’;—"§>VR — K,(T), (10.5)

R

gdzie wielkogé¢
K,(T) = e A9°/RT

nazywa sie stalg rownowagi reakcji. Po prawej stronie (10.5) mamy
K, ktora zalezy tylko od temperatury, a po lewej — wielko$¢ za-
lezng od ci$nien czgstkowych. Zwiagzek (10.5) jest wiec warunkiem,
jaki muszg spelnia¢ ci$nienia czastkowe gazéw w danej tempera-
turze w stanie rownowagi chemiczne;.

Prawo dzialania mas mozna tez wyrazi¢ w postaci warunku
na sktad mieszaniny. Zgodnie z prawem Daltona pr = prr, gdzie
xR jest utamkiem molowym R, a p oznacza calkowite ci$nienie
mieszaniny gazow. Stad po podstawieniu pgr do (10.5) dostajemy:

[[2% = Ko(T,p), (10.6)
R

gdzie

K.(T,p) = (p/p°) 2" K,(T),
a An = ), vr oznacza zmiane calkowitej liczby moli gazow
w wyniku reakcji chemicznej. Tak wiec w prawie dziatania mas,
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zapisanego w postaci (10.6), po prawej stronie jest stala reakcji,
K, czyli wielko§¢ zalezna tylko od temperatury i calkowitego
ci$nienia, a po lewej — wielko$¢ zalezna tylko od sktadu mieszaniny.

Latwo zauwazy¢, ze lewe strony rownosci (10.5) i (10.6) maja
postaé ilorazu, co wynika z réznych znakéow vg dla substratow
i produktow. W przypadku réwnosci (10.6) mamy:

VR _ VR lvr|
R

Re{produkty} Re&{substraty }

Z postaci ilorazowej wynika np., ze duza wartos¢ statej K, oznacza
przesuniecie rownowagi w strone produktéw, czyli ze utamek mo-
lowy przynajmniej jednego substratu jest maty. W szczegdlnodci,
bardzo duza warto$¢ K, oznacza, ze w praktyce reakcja dobiegta
do korica, tj. do wyczerpania sie jednego z substratéw. Analogicz-
nie, mala wartos¢ K, odpowiada przesunieciu reakcji w strone
substratéw. Prawo dziatania mas narzuca warunek na sktad mie-
szaniny, dla ktorego reakcja chemiczna osigga stan réwnowagi,
przy czym warunek ten zalezy zaréwno od temperatury, jak i cig-
nienia. Stezenia reagentéw w stanie réwnowagi zaleza takze od
poczatkowego sktadu mieszaniny. Wynika to z postaci utamka mo-
lowego zr jako funkcji liczby postepu reakcji:

R () = nr(§) _ nr(0) +vr§  2r(0) +vrz
R n(€) n(0) + {An 1+zAn

gdzie n(§) = Y rnr(§), a x = {/n(0). Podstawiajac zx(§) do
(10.6), dostajemy rownanie na réwnowagows wartosé liczby po-
stepu reakcji.

10.3 Reakcje w roztworach

Roztwoér doskonaly i doskonaly rozciericzony

Rozszerzymy teraz nasze rozwazania na reakcje zachodzace w roz-
tworach ciektych. Zalézmy najpierw, ze mamy roztwér dwodch
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sktadnikéw: A i B, oraz ze ciecz jest w rownowadze z para. Je-
§li pare mozna przyblizy¢ gazem doskonalym, to ze wzgledu na
réwnosé potencjatéw chemicznych w gazie i w cieczy dostajemy:

1§ = 1 = 1 gosi (1) + RT In(pi/p"), (10.7)

gdzie i = A, B, a p; jest ci$nieniem czgstkowym sktadnika ¢ w fa-
zie gazowej. UzylisSmy tu indeksu ‘dosk’, zeby podkresli¢, ze cho-
dzi o potencjal chemiczny gazu doskonatego. Jesli ciecz jest roz-
tworem doskonalym, to w calym zakresie sktadéw spelnione jest
prawo Raoulta: p; = pfx;, dla i = A, B, gdzie x; oznacza ulamek
molowy skladnika ¢ w roztworze (dla prostoty pomijamy tu przy
utamku molowym indeks odnoszacy sie do fazy ciektej), skad

15 = tygos(T) + RTn(pj /p") + RT In ;.

Ci$nienie réwnowagi ciecz-para czystego sktadnika, p}, jest funk-
cja temperatury. Poniewaz dwa pierwsze wyrazy po prawej stronie
tez zalezg tylko od temperatury, wiec mozemy napisaé:

u§ = pd(T) + RT In z;, (10.8)

gdzie pd(T) = :“(z'),dosk(T) + RT In[p} (T)/p"]. Zauwazmy, ze pd(T)
jest potencjalem chemicznym czystego sktadnika ¢ w réwnowadze
ciecz-para, tj.

13 (T) = pi (T, pi (T)).

Rozwazmy nastepnie roztwor, w ktérym A jest rozpuszczalni-
kiem, a B jest substancja rozpuszczona. Nawet jesli roztwor ten
nie jest doskonaty, to wiadomo, ze w granicy duzych rozcienczen
do rozpuszczalnika stosuje si¢ prawo Raoulta: p4 = p’ x4, skad

14 = p4(T) + RT Inx 4, (10.9)

gdzie p%(T) = p*(T,p*(T)). Natomiast do substancji rozpusz-
czonej stosuje sie prawo Henry’ego: pp = Kpz g, gdzie wspolczyn-
nik Kp, zwany stata Henry’ego, jest funkcja temperatury (zob.
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rozdz. 9 zad. 4, 12, 13). Przypomnijmy, ze prawo Henry’ego sto-
suje sie zwlaszcza do gazéw rozpuszczonych w cieczy. Podobnie
jak poprzednio zaktadamy, ze sktadnik B nad roztworem jest ga-
zem doskonaltym, wiec stosujac (10.7) dla ¢ = B, z ci$nieniem pp
okreslonym przez prawo Henry’ego, dostajemy:

1 = p%(T) + RT Inap, (10.10)

gdzie u%(T) = ,u%dosk(T) + RTIn[Kp(T)/p"]. Réwnania (10.9) i
(10.10) stosuja sie w przypadku, gdy x4~ l,axzp=1—124 = 0.
Formalnie majg one taka samg postaé, a jedynie wyrazenia na ,u%
i u% roznia sie.

W przypadku roztworu o wiekszej liczbie sktadnikéw, znaj-
dujacego sie w warunkach réwnowagi ciecz-para, takze mozemy
stosowa¢ dla potencjalow chemicznych postaé¢ (10.8) pod warun-
kiem, ze wszystkie substancje rozpuszczone wystepuja w niskich
stezeniach i do kazdej z nich stosuje sie prawo Henry’ego, a do roz-
puszczalnika stosuje sie prawo Raoulta. Jesli w takim roztworze
zachodzi reakcja chemiczna, to tatwo sprawdzi¢, stosujac warunek
rownowagi chemicznej (10.3), ze prawo dzialania mas przyjmuje

postac:
[[z7 =K (@),
R
gdzie stata reakcji K(T') = e AR/RT g AGY =" vru% (T).

Regula faz Gibbsa w ukladach chemicznych

Przypomnijmy najpierw, ze w uktadach, w ktérych nie zachodza
reakcje chemiczne, reguta faz Gibbsa ma postaé¢ (zob. réwnanie
(8.6)):

ls=r+2—f,

gdzie r oznacza liczbe skladnikéw, f — liczbe wspoélistniejacych
faz, a [ — liczbe stopni swobody, czyli niezaleznych parametrow
termodynamicznych, ktérych zmiana nie narusza warunku réw-
nowagi f faz. Powyzszy zwigzek wynika z faktu, ze w ukladzie,
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w ktorym wspolistniejg rézne fazy, temperatura, ci$nienie oraz
potencjal chemiczny kazdego skladnika muszg mieé¢ takie same
wartosci we wszystkich fazach. Oznacza to, ze stan catego uktadu
jest opisany przez r + 2 parametry intensywne: T', p i p1,. .., L.
Nie sg to jednak zmienne niezalezne, bo dla kazdej fazy musi by¢é
spetnione réwnanie Gibbsa-Duhema (zob. rownanie (8.4)). Wobec
tego mamy f réwnan:

s%dT — vPdp+ > afdug =0, (10.11)
R=1

ktore wynikajg z obustronnego podzielenia (8.4) przez calkowita
liczbe moli. Indeks ¢ = 1,..., f numeruje poszczegdlne fazy, przy
czym entropia molowa, s, objeto$¢ molowa, v, oraz ulamki mo-
lowe, 21, ...,2,, majg na ogodl rézne wartosci w réznych fazach.
Odejmujac od catkowitej liczby zmiennych liczbe réwnan, ktore
muszg spetniaé¢, dostajemy liczbe zmiennych niezaleznych: I, =
r+2— f.

Gdy w uktadzie wspélistnieje f faz i dodatkowo zachodzi re-
akcja chemiczna, to oprocz réwnarn (10.11) musimy uwzglednié
warunek rownowagi chemicznej (zob. (10.3)):

T
Z vrpuRr = 0.
R—1

Liczba zmiennych niezaleznych zmniejsza sie wiec o jeden, czyli
ls =r+1—f. W ogdlnosci w uktadzie moze przebiega¢ réwnoczes-
nie kilka reakcji chemicznych. Zalézmy, ze mamy c reakcji i dla
kazdej z nich speliony jest warunek (10.3):

T
> vEur =0, (10.12)
R=1
gdzie o = 1, ..., c numeruje reakcje, przy czym kazda reakcja jest

scharakteryzowana przez inny zbiér wspotczynnikéw stechiome-
trycznych. Réwnania (10.12) razem z (10.11) daja w sumie f + ¢
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zwigzkow, ktére muszg by¢ spelnione przez r + 2 zmienne. Stad
liczba stopni swobody wynosi

ls=r+2—f—c. (10.13)

Specjalny przypadek stanowia reakcje, ktore przebiegaja do
konca, czyli praktycznie do wyczerpania sie jednego ze sktadnikéw
bioragcych udzial w reakcji. Gdy reakcja ustaje, jeden ze sktadni-
kéw znika z uktadu, wiec r zmniejsza sie o jeden. Jednocze$nie
liczba reakcji, c, tez zmniejsza sie o jeden. Jednak ze wzgledu na
(10.13) liczba stopni swobody, ls, nie zmienia sie. Wynika stad
wazny wniosek praktyczny. Mianowicie badajgc stan réwnowagi
danego uktadu chemicznego, nie trzeba rozwazaé¢ wszystkich po-
tencjalnych reakcji chemicznych, ktére moga w nim zachodzié,
o ile te reakcje przebiegly do korica i pewne sktadniki praktycz-
nie zniknety z uktadu. Przyktadem reakcji biegngcej do konca jest
reakcja utleniania srebra:

2Ag,0(s) = 4Ag(s) + O2(g). (10.14)

Jak sie wkrotce przekonamy, w reakcjach z udziatem gazéw oraz
czystych substancji w fazie statej lub ciektej prawo dzialania mas
zawiera tylko aktywnodci tych pierwszych, co w przypadku gazéw
doskonatych prowadzi do warunku (10.5). Tak wiec dla reakcji
(10.14) warunek rownowagi ma postac:

PO, = pOKp(T)v

gdzie po, oznacza ci$nienie czastkowe tlenu. Jeéli utrzymujemy
ci$nienie tlenu nizsze od wartoéci réwnowagowej, pOKp(T), to re-
akcja biegnie do konica w prawa strone, czyli Ag,O znika. Z kolei,
gdy ci$nienie tlenu jest wieksze od wartosci rownowagowej, to re-
akcja biegnie do korica w lewo, tzn. cate srebro utlenia sie.

Mozna to poréwna¢ do stanu rownowagi w uktadzie ciecz-para.
W danej temperaturze wspoétistnienie zachodzi dla écisle okreélo-
nej wartosci cisnienia p,,. Jedli p > p,,, to z uktadu zniknie para,
a gdy p < pw, to zniknie ciecz, czyli przemiana pary w ciecz lub
cieczy w pare dobiegnie do kotica.
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Ogoblna postaé¢ warunku réwnowagi chemicznej

W warunku réwnowagi chemicznej (10.3) wystepuja potencjaly
chemiczne wszystkich reagentéw. Musimy wiec okresli¢ ogdlng po-
sta¢ potencjatu chemicznego sktadnika R w mieszaninie. W tym
celu wprowadza sie pojecie aktywnosci sktadnika, agr, z ktérym
zetkneli$my sie juz w rozdziale 9.2. Aktywnosé jest wielkoscig bez-
wymiarowg i jest okre§lona wzgledem pewnego stanu odniesienia,
charakterystycznego dla kazdego sktadnika, ktory nazywa sie jego
stanem standardowym. Przez analogie do postaci potencjatu che-
micznego dla gazu doskonatego lub roztworu doskonatego przed-
stawiamy potencjaly chemiczne sktadnikéw mieszaniny jako

pr = 1% + RTInag, (10.15)

gdzie ,u% odpowiada stanowi standardowemu. Poniewaz z definicji
ar = 1 w stanie standardowym, wiec postaé aktywnosci zalezy
od jego wyboru. Zanim podamy kilka przyktadéw zauwazmy, ze z
rownania (10.15) wynika od razu uogoélniona postaé prawa dzia-
tania mas, analogiczna do (10.6), mianowicie:

[[aF = K(T.p), (10.16)
R

gdzie stata reakcji K = e‘Agg/RT, a Agd = >R I/R,u%. Chociaz
formalnie K zalezy zar6wno od temperatury, jak i od cinienia, to
w przypadku cieczy i ciala statego zaleznoéé od cignienia mozna
na ogbl zaniedbaé. Natomiast musi by¢ ona uwzgledniana w przy-
padku gazéw (zob. réwnanie (10.6)).

Aktywno$é gazu
Jak wiemy, potencjal gazu doskonalego ma postaé:
pr(T,p) = H(T) + RT In(p/p°),

przy czym gwiazdka oznacza, ze chodzi o czysta substancje R,
a nie o sktadnik mieszaniny. Stan standardowy jest tu stanem
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czystej substancji pod ciénieniem p® = 1 bar. Wobec tego aktyw-
no$¢ gazu doskonatego jest dana wzorem:

ar = a* =p/p°,
niezaleznie od substancji tworzacej gaz.
Gdy R jest jednym ze sktadnikéw mieszaniny gazéw doskona-

tych, to p nalezy po prostu zastgpi¢ ci$nieniem czastkowym tego
gazu, pr. Aktywnosé sktadnika R wynosi wiec:

ag = pr/p’- (10.17)

Gdy R jest gazem rzeczywistym, to ci$nienie czastkowe, pr,
zastepujemy lotnoscia, fr, czyli

aR = fR/f%)

gdzie f% jest lotnodcig gazu w stanie standardowym. Dla gazu
doskonatego lotnoé¢ jest po prostu réwna cisnieniu czastkowemu,
fr = pr, a poniewaz w granicy niskiego ci§nienia gaz rzeczywisty
dazy do gazu doskonatego, wiec fr — pr.

Aktywno$é czystej substancji w fazie cieklej lub stalej

Na podstawie réwnania Gibbsa-Duhema (zob. réwnanie (8.4))
wiemy, ze potencjal chemiczny czystej substancji jest funkcjg tem-
peratury i cinienia, co mozna zapisaé¢ jako

1 (T.p) = W% (T) + RTInax(T,p).  (10.18)

Za stan standardowy czystej substancji przyjmuje sie stan tej sub-
stancji pod ciénieniem p° = 1bar, wiec z definicji af (T, p") = 1.
Zauwazmy nastepnie, ze dy = vdp, dla T’ = const, wiec ze wzgledu
na niewielky objeto$¢ molowg cieczy i cial statych, w poréwnaniu
z objetoscig molowg gazdéw, zmiana potencjalu chemicznego wy-
wolana takg samg zmiang ci$nienia jest znacznie mniejsza w przy-
padku cieczy i ciat statych niz w przypadku gazéw. Tak wiec w za-
gadnieniach dotyczacych stanu réwnowagi chemicznej mozna za-
zwyczaj zaniedbaé zaleznoéé aktywnosci od cisnienia dla czystej
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substancji w fazie ciektej lub stalej i przyjaé, ze w szerokim za-
kresie ci$niert
ax(T,p) ~ ax(T,p°) = 1. (10.19)

Oczywidcie jednostkowa aktywnosé nic nie wnosi do prawa dzia-
tania mas (zob. (10.16)) poza czynnikiem 1 i w zwiazku z tym
w rownaniu (10.16) czyste ciecze i ciala state s pomijane.

Aktywno$é skladnikéw roztworu

Sktadnik w roztworze doskonatym. W roztworze doskonatym po-
tencjal chemiczny kazdego sktadnika dany jest wzorem:

ur = pr(T,p) + RT Inzg. (10.20)

Stanem standardowym skladnika R w roztworze jest wiec stan
czystej substancji R o tej samej temperaturze i ci§nieniu co roz-
twor, a jego aktywnosé jest po prostu réwna utamkowi molowemu:

AR = TR.

Rozpuszczalnik w roztworze rzeczywistym. W roztworach rzeczy-
wistych rozpuszczalnik i substancje rozpuszczong traktuje sie od-
miennie. W przypadku rozpuszczalnika wyrazenie (10.20) stosuje
sie na ogo6t do roztworu silnie rozcienczonego, gdy utamek molowy
rozpuszczalnika dazy do 1. Dla bardziej stezonych roztworéw mo-
dyfikacja (10.20) polega na zastapieniu utamka molowego rozpusz-
czalnika jego aktywnoscig. Jesli zatem A oznacza rozpuszczalnik,
to

pa=pa(T,p)+ RT Inay, (10.21)

czyli a4 = 1 dla czystego rozpuszczalnika, niezaleznie od tempe-
ratury i ci$nienia. Stosujac nastepnie do p¥ wyrazenie (10.18),
dostajemy

pa=p%(T) + RTInay + RTIna*y (T, p). (10.22)



10.3. Reakcje w roztworach 235

Jednak poniewaz aktywnosé czystej cieczy lub ciala stalego jest
w przyblizeniu 1, wiec ostatni wyraz w (10.22) mozna na ogoét
pominaé.

Substancja rozpuszczona w roztworze rzeczywistym. Stan stan-
dardowy dla substancji rozpuszczonej, ktorg dla odréznienia ozna-
czymy tu przez B, wybiera sie inaczej niz w przypadku rozpusz-
czalnika. Punktem odniesienia dla zachowania sie substancji roz-
puszczone] jest roztwoér doskonaly rozcieniczony. Potencjal che-
miczny ma wowczas postaé (zob. rozdz. 9.2 zad. 4):

up = pg(T,p)+ RTInxp, (10.23)

gdzie indeks oo oznacza nieskoriczenie duze rozciericzenie sktad-
nika B. Jak widaé¢, stan standardowy odpowiada tu zp = 1.
Trzeba jednak pamieta¢, ze dla rzeczywistych substancji zwigzek
(10.23) jest na ogo6l speliony tylko w granicy zp — 0. Co wie-
cej, w odroznieniu od potencjatu chemicznego czystej substancji,
i, postac ufy zalezy takze od rozpuszczalnika, wigc w ogolnosci
1y # pp. Innymi slowy, stan standardowy nie jest tu stanem
rzeczywistej substancji, lecz hipotetycznej substancji o potencjale
chemicznym p% (T, p).

W gruncie rzeczy jest to podobna sytuacja, jak w przypadku
rozrzedzonego gazu rzeczywistego, ktoérego wtasnosci zblizaja sie
do wlasnosci gazu doskonalego. Zwiazek

w(T,p) = p°(T) + RT In(p/p")

jest spelniony tylko w granicy p — 0. Jednak stan standardowy
odpowiada cignieniu p° = 1 bar, dla ktérego wlasnosci gazu rze-
czywistego sg juz nieco inne niz gazu doskonalego (choé¢ odchyle-
nia mogg byé bardzo niewielkie). Tak wiec u°(T) nie odnosi sie
do stanu rzeczywistego gazu pod ci$nieniem p, lecz do stanu hi-
potetycznej substancji, jaka jest gaz doskonaty.
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Uogolnienie wyrazenia (10.23) na przypadek wiekszych stezen
wymaga zastgpienia utamka molowego aktywnoscig, czyli

up = pg (T,p) + RT lnap. (10.24)

Poréwnujac (10.23) z (10.24), widzimy, ze w granicy nieskoriczo-
nego rozcienczenia, czyli dla zp — 0, mamy ap — xp. Najwy-
godniej to wyrazié¢, wprowadzajgc wspotczynnik aktywnosci, vp,
i zapisujac aktywnoéé jako

ap = YBTRB- (10.25)

Cala informacja o odchyleniach od doskonalosci jest wiec zawarta
W B, przy czym yg — 1, gdy xp — 0.

Zamiast utamka molowego stosuje sie tez inne miary koncen-
tracji substancji B w roztworze, np. stezenie molowe, [B], (liczba
moli B na litr roztworu) lub molalno$é, mp, (liczba moli B na
1 kg rozpuszczalnika). Oznaczmy koncentracje sktadnika B w roz-
tworze przez cp, niezaleznie od tego jak jg mierzymy (np. za cp
mozemy podstawi¢ [B] albo mp). Spodziewamy sie, ze dla matych
stezen cp jest proporcjonalne do utamka molowego, co mozemy
zapisaé jako

zp = xcp/®, gdy 2 — 0. (10.26)

Bezwymiarowy wspolczynnik x nie zalezy od stezenia, chociaz
jego postaé zalezy od definicji cg, a ¢ po prostu ustala jednostke
koncentracji. Po podstawieniu xp do (10.23) dostajemy:

pp = pS+RTIn x+RTIn(cp/®) = uG+RT In(cp /), (10.27)

gdzie u% = u% + RT Inx jest potencjalem chemicznym nowego
stanu standardowego. Ten nowy stan standardowy odpowiada
koncentracji cg réwnej 1 w jednostkach . Podobnie jak (10.23),
wyrazenie (10.27) spelione jest w granicy nieskoniczonego roz-
ciericzenia (cg — 0). Analogicznie do (10.24) dla wiekszych stezen
przyjmujemy

pp = ph+ RTInag. (10.28)
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Aktywnosé, ap, zapisujemy teraz w postaci:
ap = vpeg/ P, (10.29)

przy czym
v — 1, dlacg — 0. (10.30)

Tak wiec przy zmianie sposobu pomiaru stezenia zmienia sie takze
definicja aktywnosci (zob. zad. 26) oraz definicja stanu standar-
dowego. Poréwnujac wyrazenia (10.25) i (10.29), widzimy, ze ak-
tywnosci roéznig sie w nich o czynnik x, co wynika z podstawienia
(10.26) do (10.25). Zmienia sie takze postaé¢ funkcyjna wspolczyn-
nika aktywnosci, jednak niezaleznie od definicji stezenia posiada
on wlasno$é (10.30). Inaczej mowigc, aktywnosé jest zawsze tak
wyskalowana, ze staje sie proporcjonalna do aktualnej miary ste-
zenia, gdy stezenie substancji rozpuszczonej dazy do zera. Warto
tu zauwazy¢, ze w praktyce wielkos¢ bezwymiarows cp/c® ozna-
cza sie po prostu przez cg, co nie prowadzi do nieporozumien, jesli
konsekwentnie uzywamy tych samych jednostek.

10.4 Roztwory jonowe

Wiele substancji wystepujacych w roztworach rozpada sie na jony;
np. w nasyconym roztworze wodnym soli kuchennej zachodzi re-
akcja:

NaCl(s) = Na™(aq) + Cl™ (aq),

gdzie Na™(aq) i C1~ (aq) oznaczaja, odpowiednio, jony sodu i chlo-
ru w roztworze wodnym. Podobnie jak w przypadku substancji
niejonowych, potencjaly chemiczne jonéw zapisujemy w postaci:

Uy = u‘i +RTInay, p_=p’ +RTna_,
przy czym ay = vyicy i a— =y_c_, gdzie cy i c_ oznaczaja kon-

centracje poszczeg6lnych jondéw w roztworze, a vy i v— ich wspo6l-
czynniki aktywnodci. Jesli roztwor jest elektrycznie obojetny, to
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catkowita molowa entalpia swobodna jonéw, g;, wynosi:

95 =ty + p— = gi°* + RT In(y17-),
gdzie
g;loskz _ ,u,fli_OSk + Nciosk: _ Ng— +RTIncy + N(i +RTInc_,

odpowiada roztworowi doskonalemu rozciericzonemu. Tak wiec
cala informacja o odchyleniach od doskonatosci jest zawarta w ilo-
czynie wspolczynnikéw aktywnosci, v4vy—. Co wiecej, nie mozna
eksperymentalnie okresli¢ osobnych wktadéw pochodzacych od jo-
néw dodatnich i ujemnych, a jedynie ich laczny efekt. W zwigzku
z tym wprowadza sie §redni wspdtczynnik aktywnosci, v, zdefi-
niowany jako §rednia geometryczna:

e = ()2 (10.31)
i kazdemu z jonéw przypisuje sie taki sam wktad, tj.:
pg = pi* + RTInye, p- = p®* + RTInyz.

Wplyw oddzialywan elektrostatycznych jest na tyle silny, ze na-
wet w przypadku rozcieniczonych roztworéw jonowych wystepuja
znaczne odchylenia od doskonatosci, czyli v4+ rézni sie istotnie od
1. Méwi o tym zwiazek pomiedzy koncentracja jonéw i wspotczyn-
nikiem v, zwany granicznym prawem Debye’a-Hiickela. W roz-
wazanym tu przypadku dwoch jonéw ma ono postaé:

Inys = —we/?, (10.32)

gdzie w jest dodatnim wspoélczynnikiem liczbowym zaleznym od
wartosciowoéci jonéw, a ¢ = ¢y = c—. Prawo to obowigzuje dla
malej koncentracji jonow. Z (10.32) wynika, ze v+ — 1, gdy ¢ — 0,
ale pochodna dyi/dc w ¢ = 0 jest nieskoriczona, co ttumaczy
spore odchylenia v+ od jedno$ci nawet dla stosunkowo matych
koncentracji jonow.
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Praca reakcji. Ogniwo elektrochemiczne

Jezeli w uktadzie zamknietym przebiega pewien proces sponta-
niczny w stalej temperaturze i pod stalym ci$nieniem, to zmiana
entalpii swobodnej uktadu spelnia nieréwnosé:

AG <0.

Proces taki mozna wykorzysta¢ do wykonania przez uktad pracy
nieobjetosciowej, np. pracy zwigzanej z przebiegiem reakcji w og-
niwie elektrochemicznym. Zgodnie z druga zasadg termodynamiki
dla pracy W wykonanej przez uklad istnieje ograniczenie: |W| <
|AG|. Maksymalng (co do modutu) prace uzyskuje sie w proce-
sie odwracalnym; wowczas W = AG. Przypomnijmy, ze proces
jest odwracalny, jezeli przebiega nieskoriczenie wolno i w kazdym
momencie mozna odwréci¢ jego kierunek. Jezeli w reakcji uczest-
niczg jony, to szybkos¢ reakcji mozna kontrolowaé przy pomocy
pola elektrycznego. Mozna dowolnie zmniejszaé¢ szybko$é reak-
cji, albo odwrocié jej kierunek, przyktadajac do elektrod napiecie
zewnetrzne o przeciwnym znaku i minimalnie nizsze, albo mini-
malnie wyzsze, od napiecia wytworzonego w ogniwie w wyniku
samorzutnej reakcji chemicznej. Takie ogniwo elektrochemiczne
nazywa sie ogniwem odwracalnym. Jednak nie wszystkie ogniwa
dzialaja w sposéb odwracalny. W dalszym ciggu bedziemy sie zaj-
mowad tylko ogniwami odwracalnymi, gdyz mozna do nich stoso-
waé prawa termodynamiki.

Zakladamy, ze w ogniwie powstaje réznica potencjatéw ge-
nerowana samorzutng reakcja chemiczng. Schemat ogniwa zostal
przedstawiony na Rys.10.2. Sktada sie ono z dwoch pélogniw, przy
czym kazde potogniwo to elektroda metalowa zanurzona w roz-
tworze swoich jonéw. Jest to tylko jeden z typow ogniw elektro-
chemicznych, ktéry postuzy nam do zilustrowania ogélnej zasady
dziatania ogniwa odwracalnego. Roéznica potencjaléw powstaje
wskutek tego, ze atomy jednej z elektrod (oznaczmy ja symbolem
Y) wykazujg tendencje do przechodzenia do roztworu w postaci
jonéw Y*T, czyli do pozostawiania elektronéw, e, na elektrodzie,
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elektrony

J klucz \\"‘
anoda i elektrolityczny L katoda
Zn Cu

7n — Zn*t + 2~ Cu®T 42 — Cu

Rysunek 10.2: Przyktad ogniwa elektrochemicznego. Kazda elektroda jest
zanurzona w roztworze swoich jonéw. Roztwory polaczone s przewodnikiem
jonowym (tzw. klucz elektrolityczny).

co sprawia, ze uzyskuje ona tadunek ujemny, a otaczajacy ja roz-
twor tadunek dodatni. Tak jest np. w przypadku elektrody cynko-
wej zanurzonej w roztworze ZnSQy. Z kolei na drugiej elektrodzie
(X) zachodzi proces odwrotny. Jony X*t z roztworu maja ten-
dencje do osadzania sie na elektrodzie, wskutek czego uzyskuje
ona ladunek dodatni, a otaczajacy ja roztwor ladunek ujemny
(np. elektroda miedziana w roztworze CuSOy). Jesli obwod nie
jest zamkniety, to po pewnym czasie ustala sie stan réwnowagi
pomiedzy kazdg elektroda i roztworem, w ktoérym jest zanurzona
(przyjmujemy, ze sg to roztwory wodne):

X**(aq) + ze~ = X (s),

Y(s) = Y*(aq) + ze™.

Strzatka w prawo pokazuje kierunek, w ktorym reakcja przebiega
samorzutnie po zanurzeniu elektrody w roztworze.

Po potaczeniu elektrod przewodnikiem i umozliwieniu prze-
plywu jonéw pomiedzy roztworami obwod elektryczny zostaje za-
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mkniety i zaczyna ptynaé¢ prad, w wyniku czego réwnowaga w po6t-
ogniwach zostaje zaburzona. Elektrony ptynace od ujemnie nala-
dowanej elektrody Y do dodatnio natadowanej elektrody X powo-
dujg zmniejszanie sie ladunkéw zgromadzonych na elektrodach, co
w konsekwencji uruchamia reakcje redukcji (przytaczania elektro-
néw) na elektrodzie X:

X**(aq) + ze~ — X(s), (10.33)
i reakcje utleniania (oddawania elektronow) na elektrodzie Y:
Y(s) — Y*(aq) + ze~. (10.34)

Elektroda, na ktérej zachodzi redukcja, nazywa sie katoda, a elek-
troda, na ktérej zachodzi utlenianie — anodg. Dodajgc réwnanie
(10.33) do (10.34), dostajemy reakcje sumaryczng zachodzgca w
ogniwie w wyniku przeplywu pradu elektrycznego:

X*T(aq) +Y(s) — X(s) + Y*"(aq). (10.35)

W ogniwie odwracalnym kierunek reakcji (10.35) mozna w kazdej
chwili odwrécié, przyktadajac odpowiednie napiecie z zewnetrz-
nego zrodla.

Rownanie Nernsta

Zeby otrzymaé zwiazek stanowiacy pomost pomiedzy elektroche-
mig i termodynamika, rozwazmy prace elementarna, W, potrzeb-
ng do przeptyniecia tadunku dq przy réznicy potencjatow &, czyli

Wel = _Edqa

przy czym znak minus oznacza, ze praca jest ujemna, gdy wyko-
nuje jg uktad. Z kolei przyptyniecie tadunku dq wiaze sie z poste-
pem reakcji w ogniwie wzorem:

dq = zeNad§ = zFdE,
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gdzie e oznacza tadunek elektronu, a iloczyn e i liczby Avogadro,
F =eNy =96485C/mol,

to jedna z podstawowych stalych fizycznych, zwana staly Fara-
daya. Dla ogniwa pracujacego odwracalnie przy stalych T i p
praca reakcji chemicznej jest réwna zmianie entalpii swobodnej
uktadu, czyli

Wel = —EZFdf = (dG)T,p, (10.36)
skad
oG
ExF = — | == = A 10.37
( 85 >Tp ( )

Jak pamietamy (zob. (10.3)), A = — > vruR Oznacza powino-
wactwo chemiczne. £ nazywa sie napieciem ogniwa w warunkach
bezpradowych lub sily elektromotoryczng (SEM) ogniwa. Scisle
rzecz biorgc, zeby omawiany proces mozna bylo uzna¢ za odwra-
calny, musi on zachodzié nieskoriczenie powoli. Poniewaz natezenie
pradu, I, to tadunek przeptywajacy przez przewodnik w jednostce
czasu, wiec I musi by¢ nieskoriczenie male, zeby proces przebie-
gal kwazistatycznie. Jak juz wspomnieliSmy, mozna to osiggnaé,
przyktadajac do elektrod napiecie zewnetrzne skierowane prze-
ciwnie niz SEM ogniwa. Innymi stowy, mozna okreéli¢ wartosé¢ &
dla danego ogniwa, dobierajac znane napiecie zewnetrzne tak, by
w uktadzie nie ptynat prad.

Zauwazmy, ze przypomina to np. pomiar ciénienia w ukla-
dzie. Jedli mamy naczynie z gazem, przy czym jedng ze Scianek
naczynia jest ruchomy ttok, to zeby zmierzy¢ cignienie gazu, mu-
simy do ttoka przylozy¢ site zewnetrzng o znanej wartosci, ktora
zrownowazy sitle wywierang przez gaz. Podobnie, obliczajgc prace
w procesie odwracalnym, np. izotermicznym, zakladamy, ze sita
wywierana na tlok przez gaz jest rownowazona silg zewnetrzna,
tak by ttok mogt sie poruszaé nieskoriczenie wolno. W przypadku
ogniwa odpowiednikiem ciénienia wywieranego przez gaz jest SEM
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ogniwa, a ruchowi ttoka odpowiada ruch elektronéw w przewod-
niku laczacym elektrody. Z kolei odpowiednikiem sity zewnetrz-
nej kontrolujgcej ruch ttoka jest napiecie zewnetrzne, przy pomocy
ktorego mozna kontrolowaé ruch elektronéw w przewodniku, czyli
przeplyw pradu.

Podstawiajac do (10.37) A = — ) vrur dla reakcji (10.35)
i wyrazajac potencjaly chemiczne przez aktywnosci, mozna prze-
ksztatci¢ (10.37) do postaci zwanej réwnaniem Nernsta:

RT axQy=
0 XAy =+
=& ——In|—— 10.
£=¢ zF . <aya;(z+>’ (10.38)
gdzie wielkosé

0= —Ag%/2F (10.39)

nazywa sie napieciem standardowym ogniwa. Bioragc pod uwage
zwigzek pomiedzy staly reakcji, K, i entalpig swobodng reakcji,
AgY: Ag? = —RT In K, dostajemy

_RT

0
=—hK. 10.4
& 7 (10.40)

Tak wiec na podstawie pomiaréw elektrochemicznych, ktére po-
zwalajg wyznaczy¢é napiecie standardowe ogniwa na podstawie
zwigzku (10.38), uzyskujemy wartosé statej K dla reakcji zacho-
dzacej w ogniwie. Podstawiajac (10.40) do (10.38), widzimy, ze
stan rownowagi chemicznej dla reakcji (10.35) odpowiada £ = 0.

Potencjal pologniwa

W praktyce wygodnie jest méwi¢ o potencjale pojedynczej elek-
trody, ktory jest mierzony wzgledem umownej elektrody odniesie-
nia. W tym celu wprowadza sie pojecie pétogniwa. W rozwaza-
nym tu przypadku poétogniwo sktada sie z pojedynczej elektrody
zanurzonej w roztworze swoich jonéw. Zeby okregli¢ jego poten-
cjal nalezy zbudowaé ogniwo, w ktérym drugim poétogniwem jest
elektroda odniesienia. W ten spos6b mozna wyznaczy¢ potencjaty
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obu poétogniw, z ktérych zbudowane jest interesujgce nas ogniwo.
Tak wiec € dla danego ogniwa mozna przedstawié¢ jako réznice
potencjaléw pomiedzy elektroda prawa (zwyczajowo jest nia ka-
toda) i lewg (anoda):

E=Ep—¢&p, (10.41)
gdzie
RT a RT a
e X R | Y
&p=¢&p zF 1 (aXz+ =8 zF . ay=+ )’

a 5103 i 52 oznaczajy potencjaly standardowe pétogniw, przy czym
EY — &9 = &0

Zauwazmy, ze postac ilorazu aktywnosci dla obu pétogniw wy-
nika z postaci reakcji w potogniwie zapisanych jako:

X*T(aq) + ze~ = X(s), Y*T(aq) +ze~ =Y (s).

W reakcjach tych wspotczynniki stechiometryczne sg réwne jed-
nosci (elektronéow nie uwzglednia sie), wiec wszystkie aktywnosci
wystepuja w pierwszej potedze. Jednak dla ogdlnej postaci reakcji
w poélogniwie wspoédlczynniki stechiometryczne mogg sie réznié, co
ma wplyw na postaé ilorazu aktywnosci (zob. zad. 33 i 35).

Poniewaz £p 1 £, maja taks samg postacé, wiec potencjal pot-
ogniwa mozna ogoblnie przedstawi¢ w postaci:

gpo'logniwa = gg())o’{ogniwa - % In <‘;Ize;l> > (10'42)
gdzie indeksy Red i Ox oznaczaja, odpowiednio, forme zredu-
kowang i forme utleniong substancji. W naszym przypadku for-
mie zredukowanej odpowiada obojetny elektrycznie material elek-
trody, a formie utlenionej — dodatnie jony metalu w roztworze. Dla
formy zredukowanej mamy zatem ag.q = 1, jako ze jest to aktyw-
nos$¢ czystej substancji w fazie statej. Ze wzoru (10.42) wynika
wiec, ze Epgtogniwa = 5201 ogniwa’ gdy aktywnos¢ jondéw w roztworze
tez jest rowna 1 (apy = 1).
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W ogolnosci forma zredukowana moze byé¢ jon. Na przyktad,
jezeli roztwor zawiera jony zelaza, to w obecnogci niereagujgcej
elektrody platynowej zachodzi reakcja utleniania—redukcji:

Fe3t + e~ = Fe?t.

Forma zredukowang jest wiec tu jon Fe?t, a forma utleniong jon
Fe3*.

Szereg napieciowy

Poszczegblne metale mozna uporzadkowaé w tzw. szereg napie-
ciowy, przy czym miejsce w tym szeregu zalezy od wartosci poten-
cjatu standardowego metalu. Potencjaly standardowe sg mierzone
wzgledem elektrody odniesienia zwanej standardowym poétogni-
wem wodorowym (SPW). Potencjal standardowy pologniwa wo-
dorowego jest umownie traktowany jako zerowy w kazdej tempe-
raturze. SPW sktada sie z gazowego wodoru pod ci§nieniem 1 atm
i elektrody platynowej (Pt), zanurzonej w roztworze kwasu o jed-
nostkowej aktywnosci jonéw wodorowych. Gazowy wodér w po-
staci bgbelkéw pozostaje w kontakcie z elektrodg Pt. Na elek-
trodzie zachodzi reakcja, w wyniku ktorej jony wodorowe o ak-
tywnosci a = 1 laczg sie z elektronami, dajac gazowy wodoér pod
ci$nieniem 1 atm, co zapisujemy jako:

2H" (a = 1) + 2¢~ = Hy(1 atm).

Zeby wyznaczy¢ potencjat standardowy pétogniwa X, nalezy
zbudowaé¢ ogniwo zlozone z elektrody X, zanurzonej w roztwo-
rze o jednostkowej aktywnoéci jonow X*T, oraz z SPW. Napiecie
zmierzone pomiedzy elektrodami Pt i X w takim ogniwie jest z de-
finicji potencjatem standardowym poétogniwa X. Jako przyktad
wezmy elektrode cynkows w rownowadze z jonami Zn?tT w roz-
tworze soli ZnSQO4. Natomiast SPW stanowi elektroda Pt zanu-
rzona w roztworze kwasu HoSO4 i pozostajaca w kontakcie z ga-
zowym wodorem pod ciénieniem 1 atm. Sumaryczna reakcja dla
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tego ogniwa to:

Zn(s) +2H" (a = 1) — Zn?"(a = 1) + Hy(1 atm).
Mierzac potencjal standardowy, £° = 51% — 52, wyznaczamy E%,
gdyz 52 odnosi sie do SPW, a zgodnie z umowg potencjal stan-

dardowy SPW roéwna sie zero w kazdej temperaturze.

Tabela 1. Szereg napieciowy.

Elektroda | Reakcja Elektrodowa E°/V w 298K
Li Lit +e- =1Li —3,045
K Kr+e =K —2,925
Na Na™ +e~ = Na —2,714
Mg Mg?t +2e¢~ = Mg —2,37
Zn Zn?* + 2~ = 7n ~0,763
Fe Fe?t +2¢~ = Fe —0,44
Sn Sn?t +2e~ = Sn —0,136
Pb Pb%t +2¢~ = Pb —0,126
Pt 2Ht +2¢~ = Hy 0,0
Pt Cu*t +e = Cut 0,153
Ag AgCl+e™ = Ag+ Cl™ 0,222
Cu Cu?t +2¢~ = Cu 0,339
Pt Fe3t + e~ = Fe?t 0,771
Ag Agt +e” = Ag 0,799
Pt Cly + 2~ = 2C1- 1,360
Au Aut + 3¢~ = Au 1,50

W ten spos6b mozna uporzadkowaé potencjaty standardowe,
E%, metali we wspomniany szereg napieciowy (zob. Tab. 1). Zna-
jomos¢ szeregu napieciowego ma znaczenie praktyczne. Zauwazmy
bowiem, ze ze wzgledu na zwigzek: £0 = —Ag?/2zF, znak poten-
cjalu standardowego okresla kierunek, w ktérym reakcja w ogni-
wie przebiega samorzutnie, gdy reagenty znajduja sie w swoich
stanach standardowych. Zat6zmy, ze metal X jest bardziej elek-
trododatni niz wodoér (£° > 0), jak np. miedz. Woéwczas na elek-
trodzie X bedzie zachodzi¢ reakcja redukcji, czyli metal ten bedzie
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wytracany z roztworu swych jonéw, tzn. bedzie sie osadzal na elek-
trodzie X. Jesli natomiast metal X jest bardziej elektroujemny
niz wodor, jak np. cynk, to reakcja redukcji bedzie zachodzi¢ na
elektrodzie Pt, czyli wodor bedzie wypierany z roztworu.

10.5 Zadania
1. Obliczy¢ standardowa entalpie reakcji:
CaHa(g) +Ha(g) — C2Hs(g),
korzystajac z nastepujacych reakcji:

C2Ha(g) + 302(g) — 2CO2(g) + 2H20(c),
Ha(g) + 302(9) — H20(0),

7
CoHg(g) + 502(9) — 2C02(g) + 3H20(c),

przy czym standardowe entalpie reakcji wynoszg, odpowied-
nio, —1411, 3kJ /mol, —285,8kJ/mol oraz —1559, 8kJ/mol.

2. Obliczy¢ standardowsa entalpie tworzenia 1 mola NoOs, ko-
rzystajac z danych dla nastepujacych reakcji:

2NO(g) + O2(g) — 2NO2(g),

4NO2(g) + O2(g) — 2N205(g),
N2(g) + O2(g) — 2NO(g).

Standardowe entalpie kolejnych reakcji to: —114,1kJ/mol,
—110,2kJ/mol oraz 180, 5kJ/mol.

3. Wyprowadzi¢ zwigzek pomiedzy zmiang entalpii, AH, oraz
zmiang energii wewnetrznej, AU, dla reakcji zachodzacej
w stalej temperaturze, gdy wszystkie reagenty sg gazami
doskonalymi.
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4. Reakcja spalania propanu to:

C3Hs(g) +502(g9) — 3CO2(g) + 4H20(c).

Obliczy¢ standardowsg, entalpie reakcji w oparciu o standar-
dowe entalpie tworzenia: Ahy,(C3Hg(g)) = —103, 7kJ/mol,
Ahy (CO2(g)) = —393,5kJ/mol, Ahy,,(HoO(c)) = —285,8
kJ/mol. Nastepnie traktujac wszystkie gazy jako gazy do-
skonale i przyjmujac, ze w wyniku reakcji powstaty 4 mole
ciektej wody, obliczy¢ zmiane objetosci oraz energii wew-
netrznej uktadu. Temperatura uktadu przed i po reakcji wy-
nosi 25°C.

. Mamy reakcje syntezy amoniaku:

3Hz(g) + N2(g) — 2NHz(g).

Obliczy¢ zmiane energii wewnetrznej oraz entalpii dla tej
reakcji, zakladajac, ze substraty i produkty reakcji znaj-
duja sie w stanie standardowym. Jaka praca zostata wy-
konana w tym procesie? Temperatura na poczatku i na
konicu procesu wynosi 298 K, a entalpia tworzenia amoniaku:
Ahyy(NHs(g)) = —46,1kJ/mol. Wskazowka. Przyja¢, ze
wystepujace tu gazy sg doskonate.

. Obliczyé¢ ciepto tworzenia metanu z pierwiastkow:

C(s) + 2Hz(g) — CHa(g)

w T = 298K, zaktadajac: (1) p = const = 1bar, (2) V =
const oraz wykorzystujac reakcje tworzenia:

1
Ha(g) + 502(9) — H20(c), ARY, = —285,8kJ/mol,

C(s) + 02(g) — COz(g), ALY = —393,5kJ/mol,

oraz reakcje spalania

CHy(g) +202(g) — CO2(g) + 2H20(c),
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10.

11.

dla ktérej AR = —890,3kJ/mol. Wskazéwka. Przyjaé, ze
wodoér i metan sg gazami doskonalymi.

. Zatézmy, ze znana jest standardowa entalpia reakcji, AhY,

w temperaturze 77 oraz molowe pojemnosci cieplne przy
stalym ci$nieniu p = 1bar, cg(T), dla wszystkich reagentow.
Znalez¢ wyrazenie na AhY w temperaturze Tb.

. Standardowa entalpia reakcji:

2A(g) + B(g) — 3C(9),

w temperaturze 298 K wynosi AhY = —20kJ/mol. Substan-
cje A i B sg zbudowane z czasteczek liniowych, podczas gdy
czasteczka substancji C' ma 6 stopni swobody (ruch poste-
powy i obroty). Obliczy¢ Ah? w temperaturze 340 K. Wska-
zowka. Przyjaé, ze substancje A, B i C sg gazami doskona-
tymi.

. Jak zmieni sie stala rownowagi K,(T,p) dla reakcji: (a)

CO(g) +Cla(g) = COCl(g) +Cl(g), (b) 2502(g) + O2(g) =
2503(g), jesli w statej temperaturze ci$nienie wzrosnie dwu-
krotnie?

Reakcja
3A(g) + B(g) = C(g9) +2D(g)

przebiega pod stalym ci$nieniem i w stalej temperaturze
w naczyniu, w ktérym w chwili poczatkowej znajdowaly sie
2 mole A, 1/3 mola B, 1 mol C oraz 1/2 mola D. Wyz-
naczy¢ minimalng i maksymalng wartosé liczby postepu re-
akcji. Nastepnie zakladajac, ze wszystkie reagenty sa ga-
zami doskonalymi, a stan rownowagi chemicznej odpowiada
£ = &g = 1/4 mola, obliczy¢ stalg reakcji K, (7T, p).

Reakcja
Ag) + B(g) = 2C(g)
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12.

13.

14.

15.

przebiega w stalej temperaturze pod ci$nieniem 1 bar. Zna-
lez¢ stezenia reagentow w stanie rownowagi chemicznej, je-
§li stata réwnowagi dla tej reakcji wynosi K, = 1. Rozwa-
zy¢ dwa przypadki stezenn poczatkowych: (a) z4(0) = 1/2,
z5(0) = 1/2, zc(0) = 0; (b) za(0) = 1/4, 25(0) = 3/4,
zc(0) = 0. Przyjac¢, ze substancje A, B i C s gazami do-
skonatymi.

Powyzej 200°C pieciochlorek fosforu ulega rozkladowi na
tréjchlorek fosforu i chlor:

PCl5(g) = PCl3(g) + Cla(g).

Przed rozpoczeciem reakcji probka PCl; miata mase 1,9 g.
Reakcja przebiega w temperaturze 320°C i pod ciénieniem
0,314 bar. Po dojsciu do stanu réwnowagi uktad zajmuje ob-
jetosé Viq = 2,41. Obliczy¢ stalg réwnowagi, K, oraz pro-
cent czasteczek PCls, ktore ulegly rozktadowi, przyjmujac,
ze substancje biorgce udzial w reakcji sa gazami doskona-
bymi.

Jak zmienia sie stata réwnowagi reakcji, K,(7"), z tempera-
tura (ro$nie czy maleje), jesli pod ci$nieniem 1bar reakcja
jest (a) egzotermiczna, (b) endotermiczna? Zalozyé, ze re-
agenty sg gazami doskonalymi?

Potozenie stanu réwnowagi chemicznej w zaleznosci od cig-
nienia okresla stala K,(7T,p). Jak zmienia sie K, z cinie-
niem, gdy w wyniku reakcji objetos¢ uktadu (a) rosnie, (b)
maleje? Zaltozy¢, ze reagenty sg gazami doskonalymi?

Udowodnié, ze dla gazéw doskonalych spelniony jest zwig-

zek:
T <@> = ALY,
') pe=¢.,
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16.

17.

18.

19.

gdzie A(T,p,&) = — > g VrHUR jest powinowactwem che-
micznym, a nastepnie pokazaé, ze

oH
— ] =AR
( 85 >T,p

w stanie rownowagi chemicznej, czyli dla § = &..

Stan réwnowagi chemicznej, (0G/9¢)r, = 0, odpowiada
minimum entalpii swobodnej, zatem dla { = £, musi by¢
spelniony warunek stabilnosci (6°G/9¢2)7,, > 0. Udowod-
ni¢, ze dla gazéw doskonalych warunek stabilnoéci jest za-
wsze spelniony.

Powigza¢ znak (0&cq/0T),, gdzie {4 0znacza rownowagows
wartos¢ liczby postepu reakcji, ze znakiem ciepta reakcji,
(0H/0&) 1. W analogiczny sposob powiazaé ze sobg wiel-
kosci: (0eq/Op)T 1 (OV/OE)Tp; H jest entalpig uktadu, a V/
jego objetoscig. W oparciu o te zwigzki sformutowaé regute
Le Chateliera (zob. zad. 13 i 14).

Reakcja rozktadu:

A(g) = B(g) +C(g)

jest endotermiczna. W temperaturze Ty i pod cignieniem pg
ustalil sie stan rownowagi, w ktérym ulamek molowy sktad-
nika A wynosi x4(7p, po). W ktorym kierunku przesunie sie
réownowaga chemiczna, gdy: (a) temperatura zmieni sie do
T, > Ty przy stalym cignieniu p = pg, (b) ci$nienie zmieni
sie do p; > po w staltej temperaturze T = Tj.

Zalézmy, ze znane sy wartosci stalej rownowagi, K, oraz
standardowe] entalpii reakcji, AhY, w temperaturze Tp. Jaka
bedzie warto$¢ K, w temperaturze 17 > Tp, jesli 77 nie rézni
sie zbytnio od Tp?
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20.

21.

22.

23.

Standardowa entalpia reakcji w temperaturze Ty = 298 K
wynosi Ah? = 32kJ/mol. Oszacowaé warto$é statej reakcji
K, w temperaturze 77 = 310K w stosunku do K,(7p).

W substancji A zachodzi reakcja rozkladu:
24(g) = B(g) + C(9),

przy czym wszystkie trzy substancje mozna uwazaé za gazy
doskonate. Reakcja zachodzi pod stalym ciénieniem i w sta-
tej temperaturze. W temperaturze 77 = 300K 40% cza-
steczek A ulega rozpadowi, podczas gdy w temperaturze
T, = 315K ich ilo§¢ zwieksza sie do 42%. Ile wynosi cie-
plo reakcji, AhY? Wskazoéwka. Przyja¢, ze AhC nie zalezy
od temperatury.

Reakcja rozktadu substancji A przebiega zgodnie z réwna-
niem:
Alg) = vBB(g) +vcC(g).

Stopien dysocjacji, o, dla reakcji rozktadu jest zdefiniowany
nastepujaco. Oznaczmy przez n 4 liczbe moli A w uktadzie
w stanie rownowagi, a przez ng liczbe moli tej czesci substan-
cji A, ktora ulegta rozktadowi na B i C; wowczas a = ng/ny,
gdzie n, = na + ng jest poczatkows liczbg moli A w ukta-
dzie (przed rozpoczeciem reakcji). Powiazaé « ze stalg row-
nowagi reakcji, K, zakladajac, ze A, B i C sg gazami do-
skonatymi.

W uktadzie tréjsktadnikowym zachodzi reakcja:
A(c) = 2B(c) + C(g).

Uktad znajduje sie w stanie réwnowagi termodynamicznej.
Ile niezaleznych parametréw termodynamicznych nalezy po-
da¢, zeby okredli¢ stan tego ukladu, jesli: (a) ciecze A1 B
mieszajg sie w dowolnych proporcjach, (b) tworza dwie fazy
ciekte?
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24.

25.

26.

27.

Uktad tréjsktadnikowy, w ktérym biegnie reakcja:
A(e) = B(c) + C(y),

znajduje sie w roéwnowadze ciecz-gaz w temperaturze T,
przy czym ciecze A i B tworzg roztwor doskonaty. Wyrazié¢
ci$nienie gazu nad roztworem jako funkcje ci§nienia czastko-
wego skladnika C', po, zaktadajac, ze jest to gaz doskonaly,
oraz ze mozna pomingé¢ obecno$¢ tego sktadnika w roztwo-
rze. Przyja¢ jako znane wielkoéci: stalg reakcji, K(T'), oraz
ci$nienia p% (T') i pj(T') dla wspolistnienia ciecz-para czy-
stych substancji Ai B.

Napisa¢ warunek rownowagi chemicznej dla reakcji:
CuO(s) + Ha(g) = Cu(s) + HaO(g).
Przyjaé, ze wystepujace tu gazy sa gazami doskonatymi.

Zaltozmy, ze dla pewnego roztworu dwusktadnikowego zna-
my aktywnos¢ sktadnika B (substancji rozpuszczonej): ap =
YBZ B, gdzie wspdlczynnik aktywnogsci, vp, jest znang funk-
cja temperatury, ci$nienia i utamkéw molowych. Jak zmieni
sie postaé¢ aktywnoéci i wspolczynnika aktywnosci, gdy za
miare stezenia skladnika B w roztworze przyjmiemy jego
molalno$¢, mp?

Tak jak w poprzednim zadaniu rozwazamy roztwédr dwu-
sktadnikowy. Znalezé zwigzek pomiedzy aktywnoscig wy-
razong jako funkcja utamka molowego substancji rozpusz-
czonej, xp, 1 aktywnodcig wyrazong jako funkcja stezenia
molowego, [B]. Zdefiniowaé¢ nowy stan standardowy i okre-
§li¢ jego potencjat chemiczny, ,u%, wzgledem potencjatu u%
(zob. rownanie (10.23)).
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28.

29.

30.

31.

Zapisa¢ warunek réwnowagi chemicznej dla nastepujacych
reakcji:

NH;(g) + H2O(c) = NHJ (ag) + OH™ (ag),
BaS04(s) = Ba*" (ag) + SO (aq).

W pierwszej reakcji gaz rozpuszcza sie w wodzie, w wy-
niku czego powstaje staby elektrolit, a druga reakcja do-
tyczy nasyconego roztworu wodnego trudno rozpuszczalnej
soli. Wskazowka. Przyjaé, ze roztwor wodny BaSOy(s) jest
roztworem nasyconym, i ze trudno rozpuszczalna s6l w roz-
tworze wodnym jest catkowicie zjonizowana.

Uogolni¢ pojecie iloczynu rozpuszczalnosci (zob. zad. 28) dla
nasyconego roztworu wodnego trudno rozpuszczalnej soli
o wzorze A, B,, dla ktorej reakcja dysocjacji ma postac:

Az By(s) = zA(aq) + yB(ag),

gdzie A i B oznaczaja, odpowiednio, jon dodatni i jon ujem-
ny. Zastosowa¢ wyprowadzone wyrazenie do obliczenia ste-
zenia molowego jonéw w nasyconym roztworze wodnym soli
Ag,COs3, przyjmujac, ze aktywnosci jonéw mozna zastapic
ich stezeniami molowymi, a stala rozpuszczalnosci wynosi
Ky = 6,2 x 107! (w temperaturze 25°C i w jednostkach
wynikajacych z jednostki stezenia molowego).

Potencjaty standardowe elektrody cynkowej i miedzianej w
298 K wynoszg, odpowiednio, —0.763V i 4+0,339V. Oblicz
statg rownowagi reakcji: Cu?t + Zn = Cu + Zn?".

W stopionej soli kuchennej, NaCl, jony Na™ (kationy) i jony
Cl™ (aniony) moga poruszaé sie swobodnie, dzieki czemu
stopiona s6l przewodzi prad elektryczny, mimo ze krysztal
soli jest izolatorem. Jest to tzw. przewodnictwo jonowe. Na
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32.

33.

elektrodzie podlaczonej do ujemnego bieguna baterii (kato-
dzie) zachodzi reakcja

Na® + e~ — Na,

a na elektrodzie podlaczonej do bieguna dodatniego (ano-
dzie) zachodzi reakcja:

2C1I" = Cly 4 2e™.

Taki proces nazywa sie elektroliza. Zal6zmy, ze natezenie
pradu pltynacego przez stopiong s6l wynosi 10 A. Jak dtugo
trzeba czekac¢, zeby uzyska¢ 46 g metalicznego sodu na ka-
todzie i ile w tym czasie wyprodukuje sie gazowego chloru
na anodzie?

W ogniwie odwracalnym zachodzi reakcja, w wyniku ktoérej
powstaje sita elektromotoryczna £ = 1,015V w temperatu-
rze 0°C i pod ci$nieniem atmosferycznym. Z pomiaréw za-
leznosci £ od temperatury wyznaczono warto$¢ pochodnej
(0€/0T), = —4,02x 1071 V/K w 0°C. W oparciu o te dane
obliczy¢ ciepto reakcji zachodzacej w ogniwie, przyjmujac,
ze w reakcji utleniania kazdy atom metalu przechodzacy do
roztworu oddaje 2 elektrony. Jaka czeéé tego ciepta nie moze
zosta¢ wykorzystana na wykonanie pracy?

W sktad pétogniwa wodorowego (zwanego tez elektroda wo-
dorowa) wchodzi elektroda platynowa zanurzona w roztwo-
rze jondéw wodorowych i pozostajaca w kontakcie z gazo-
wym wodorem. Platyna nie bierze bezpogredniego udziatu
w reakcji, a jedynie utatwia ustalenie sie stanu réwnowagi
pomiedzy gazowym wodorem i jego jonami w roztworze:

1
Hf(aq) + e~ = §H2(g),

oraz stuzy jako kontakt elektryczny. Znalezé¢ zwigzek po-
miedzy potencjalem pétogniwa wodorowego, cisnieniem ga-
zowego wodoru oraz aktywnoscig jonéw wodorowych w roz-
tworze. O ile zmieni sie ten potencjal, jesli w temperaturze
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34.

35.

25°C (a) cisnienie wodoru spadnie 9 razy, przy ustalonej
aktywnosci jonow wodorowych, (b) aktywnosé jonéw wodo-
rowych wzroénie 3 razy, przy ustalonym ci§nieniu?

Obliczy¢ potencjat potogniwa zbudowanego z elektrody cyn-
kowej w rownowadze z jonami cynku w roztworze o aktywno-
§ci ay 2+ = 0,1, w temperaturze 25°C, przyjmujac wartosé
potencjatu standardowego Sgn =—0,763V.

Zbudowano ogniwo zlozone z p6logniwa wodorowego (elek-
trody wodorowej) oraz z drugiego pétogniwa, w ktérym elek-
trode stanowi czyste srebro (Ag) w kontakcie ze stalym
chlorkiem srebra (AgCl). Obie elektrody zanurzone sg we
wspolnym elektrolicie, kwasie solnym (HCl). Na elektrodzie
wodorowej zachodzi utlenianie:

1
H2(9) = H' (ag) + €7,
a na elektrodzie Ag-AgCl zachodzi redukcja:
AgCl(s) + e~ = Ag(s) + Cl™ (aq).

Zapisa¢ sumaryczng reakcje dla tego ogniwa oraz wypro-
wadzi¢ wyrazenie na jego SEM. Od jakich wielkosdci zalezy
SEM? Czy mozna wykorzysta¢ to ogniwo do wyznaczenia
$redniego wspoélczynnika aktywnosci jonow, v, dla elektro-
litu (zob. réwnanie (10.31))7

10.6 Rozwigzania

1.

Rozwiagzujac zadania tego typu, traktujemy symbol — w ta-
ki sam sposéb jak znak réwnosci i dodajemy reakcje tak jak
rOwnania algebraiczne. Analogicznie postepujemy ze stan-
dardowymi entalpiami reakcji. Latwo sprawdzi¢, ze dodajac
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stronami reakcje pierwszg i drugg, i od ich sumy odejmu-
jac trzecia, dostajemy interesujgca nas reakcje. Wobec tego
AR? dla tej reakcji wynosi:
ARY = (—1411,3 — 285,8 + 1559, 8) kJ /mol
= —137,3kJ/mol.
Ujemna warto$é Ah oznacza, ze jest to reakcja egzoter-
miczna, bo entalpia stanu koncowego jest mniejsza od en-

talpii stanu poczatkowego, czyli uktad oddal ciepto do oto-
czenia.

2. Interesujgca nas reakcja tworzenia NoOjs z pierwiastkow to

Na(g) + 20s(g) — N2Os(s).

Mnozac pierwsza i trzecig z wymienionych reakcji przez 2,
a nastepnie dodajac do siebie wszystkie trzy, dostajemy:

2N2(g) +502(g) — 2N205(g).
Tak samo postepujemy z entalpiami, tzn.:
(—2-114,1 —110,2 +2- 180, 5) kJ/mol = 2AhLY (N2O5(g)),

wiec ARY, (N2O5(g)) = 11,3kJ/mol. Jest to reakcja endo-
termiczna, gdyz w stanie koricowym uktad ma wyzszg en-
talpie niz w stanie poczatkowym, czyli do uktadu zostato
dostarczone ciepto.

3. Poniewaz T = const, a pV = nRT dla gazu doskonalego,
wiec
AH = AU + A(pV) = AU + RT An,
gdzie An = nj—n, oznacza zmiane liczby moli gazéw w wy-
niku reakcji, przy czym liczba moli w stanie poczgtkowym

Wwynosi
np = E nRr,
Re{substraty }
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a w stanie koncowym

ne = E nr

Re{produkty }

skad

An = Z nR — Z nR.

Re{produkty } Re&{substraty }

Podstawiamy standardowe entalpie tworzenia poszczegol-
nych zwigzkéw ze znakiem + dla produktéw i — dla substra-
téw, i z odpowiednim wspédlczynnikiem stechiometrycznym.
Tak wiec standardowa entalpia reakcji spalania propanu wy-
nosi:

ALY = (—3-393,5 — 4-285,8 + 103, 7) kJ /mol
= —2220kJ/mol.

Zauwazmy, ze AhY, (02(g))=0, jako ze jest to pierwiastek.

Przed reakcja byto 6 moli gazéw i 0 moli cieczy, natomiast
po reakcji sa 3 mole gazu i 4 mole ciektej wody. Zmiana
objetosci gazow doskonalych wynosi:
_ RTAn 3RT

= = -74,31,
p b

AV

gdzie p = 1bar, a An = —3 jest zmiang liczby moli gazu.
Jednoczeénie przybyly 4 mole, czyli 72g ciektej wody, co
daje 72 cm? cieczy. Jak widaé, objetoéé¢ wody powstalej z re-
akcji jest ponad 1000 razy mniejsza od zmiany objetosci
gazu, wiec mozna ja pomingé. Poniewaz entalpia H = U +
pV, a ciénienie jest state, wiec

AU = AH — pAV = AH + 3RT = (—2220 + 7,4) kJ
= —2212,6kJ.
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5. W tej reakcji, zeby otrzymaé 1 mol amoniaku musimy wzigé
w sumie 2 mole wodoru i azotu, przy czym zmiana entalpii
wynosi AH = —46,1kJ/mol. Praca wykonana przez ukltad
w przeliczeniu na 1 mol NHj to:

W = —pAV = —RTAn = 2,5kJ/mol,
skad

AU = AH + W = (—46,1 + 2,5)kJ/mol = —43,6kJ /mol.

6. Po pomnozeniu reakcji tworzenia wody przez 2 i dodaniu do
niej reakcji tworzenia COq, a nastepnie odjeciu reakcji spa-
lania metanu, dostajemy reakcje tworzenia metanu, zatem

Ah?,(CHa(g)) = 2Ah1, (H2O(c)) + Ahg, (CO2(g)) — AR
= —74,8kJ/mol.

Gdy reakcja przebiega pod stalym cignieniem, to ciepto QQ =
AH. Natomiast dla reakcji zachodzacej w staltej objetosci
@ = AU, bo uklad nie wykonuje zadnej pracy. Mamy wiec
(zob. zad. 3)

Q =AH—A(pV) =~ AH — RTAn,

gdzie An jest przyrostem liczby moli substancji gazowych
biorgcych udzial w reakcji. Zauwazmy, ze jesli w reakcji
uczestniczg takze ciala state lub ciecze, to ich wktad do pV'
jest na ogdl znacznie mniejszy niz dla gazéw ze wzgledu na
znacznie mniejsze objeto$ci molowe. W omawianej reakcji
dwa mole wodoru sg zastapione przez jeden mol metanu,
czyli An=1-2= —1, stad

Q = ARY (CHy(g)) + RT = —72,3%kJ /mol.
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7. Poniewaz molowa pojemno$é cieplna pod statym ci$nieniem

o(T,p) = (g—;)p,

gdzie h jest entalpig molowa, wiec w szczegoélnosci dla cis-
nienia standardowego p = 1bar mamy:

i

AT = a7

p

Roézniczkujac standardows entalpie reakcji po 7', dostajemy
zwigzek (réwnanie Kirchhoffa):

dAR)
ar o7
gdzie
0 _ 0 0
Ac, = Z VRCpR — Z lvrlcp s
Re{produkty } Re{substraty }

a ch oznacza molowg pojemnosé cieplng reagenta R pod

ci$nieniem 1 bar. Scalkowanie réwnania Kirchhoffa od T do
T, prowadzi do zwigzku:

Ts
AR (Ty) = ARY(T) + AS(T)dT.
T

. Wiadomo z fizyki statystycznej (zasada ekwipartycji ener-

gii), ze molowa energia wewnetrzna gazu doskonatego wy-
nosi RT'/2 razy liczba stopni swobody czasteczki gazu (trak-
tujemy tu czasteczke jako ciato sztywne pozbawione struk-
tury wewnetrznej). Czasteczka liniowa ma 5 stopni swobody,
wiec Uy = 5naRT/2, Up = 5npRT/2, natomiast cza-
steczka C' ma 6 stopni swobody, zatem Ups = 3ngRT. Dla
wszystkich gazéw doskonalych réwnanie stanu ma te sama
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10.

postaé: pV = nRT. Dla entalpii molowych poszczegblnych
gazéw dostajemy:

ha=hp =T7RT/2, hc =4RT
skad obliczamy ¢, przez zrézniczkowanie po T
cpA=cCpB="TR/2, cpc=4R.

Jak wida¢, ¢, nie zalezy tu ani od ci$nienia, ani od tempe-
ratury. Dla Acg dostajemy:

Acg = 3cpc —2cp A4 — Cp.B = 3R/2.
Wobec tego
ARNTy) = ARX(TY) + (T — T1)3R/2,
skad po podstawieniu 77 = 298 K, T> = 340 K dostajemy:

ARY(340K) = —19,48kJ /mol.

. Z definicji statej K,(7T,p) mamy:

Ka(T,p2) _ (12) A
K. (T,p1) D1 '

Dla reakcji (a) An = 0, a dla reakcji (b) An = —1, wiec
jesli po/p1 = 2, to w przypadku (a) stata K, nie zmieni sie,
a w przypadku (b) K, wzroénie dwukrotnie.

Poczatkowe iloéci reagentoéw w molach: ny(0) = 2, np(0) =
1/3, nc(0) = 1, np(0) = 1/2, zatem (zob. (10.2))

na=2-3¢ np=1/3—€ nc=1+¢€ np=1/2+2€.

Poniewaz wszystkie liczby moli musza byé¢ dodatnie, wiec
dostajemy warunek na &:

—1/4< €< 1/3,
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11.

ktoéry okre$la minimalng i maksymalng wartoéé¢ liczby po-
stepu reakcji. Podstawiajac & = 1/4 mola, dostajemy (w
molach): ng = 5/4, np = 1/12, nc = 5/4, np = 1, wiec
ulamki molowe w stanie réwnowagi chemicznej wynosza:
xq =15/43, xp = 1/43, xc = 15/43, xp = 12/43. Z prawa
dzialania mas mamy

zor, 14443

K. (T,p) =
o(T:p) azixB 225

= 27,52.

Zatozylismy, ze A, B i C sg gazami doskonalymi, wiec prawo
dzialania mas dla tej reakcji ma postaé:

2
e

TATB

= p:l7

przy czym ulamki molowe sg funkcjami liczby postepu re-
akcji, &:

z4(§) = 24(0) —z, xp(§) =25(0) —z, zc(§) =2z,

gdzie x = £/n(0). Dostajemy stad rownanie kwadratowe na
zmienng x:

422 = [£.4(0) — 2][zp(0) — 2],

ktore ma 2 pierwiastki:

z = é [—1 + /1 + 1224(0)25(0)] .
Ujemny pierwiastek musimy odrzuci¢, bo utamki molowe sg
liczbami nieujemnymi, a poniewaz z¢(0) = 0, wiec z¢ > 0
tylko wtedy, gdy > 0. W przypadku (a) z4(0) = xp(0) =
1/2, skad z.q = 1/6, a stezenia w stanie rownowagi wyno-
sza: 4 = xp = zc = 1/3. W przypadku (b) z4(0) = 1/4,
xp(0) = 3/4, skad z.q = 0,134, a stezenia w stanie réwno-
wagl wynosza: x4 = 0,116, zp = 0,616, zc = 0, 268.
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12.

13.

Oznaczmy substancje PCls, PCls, Cly, odpowiednio, jako A,
B i C. Masa czasteczkowa PCls wynosi M4 = 208g/mol,
czyli poczatkowa liczba moli to n(0) = na(0) = 0,91 x
1072 mol. Z kolei liczbe moli w stanie réwnowagi chemicznej,
Neqg = N(€eq), dostajemy z réwnania stanu gazu doskonatego:

_ pVeg 0,314 x10°-2,4x 1073
 RT 8,314 - 593

Neg = 1,52 x 102 mol.

Zmiany liczby moli reagentéw w trakcie reakcji wynosza:

na(§) =n(0) =&, np(§) =¢, nc(§) =¢,

skad n(§) = n(0) + &, wiec {eg = neqg — n(0) = 0,61 x
10~2 mol. Procent czasteczek PCls, ktore ulegty rozktadowi:

n4(0) — nA(geq) _ §eq
n4(0) n(0)

= 0,67,

czyli 67%. Zeby obliczy¢ staly K, musimy najpierw znalez¢
ulamki molowe reagentéw w stanie réwnowagi:

xA:M:(]’lgM’ ;CB:Q;C:g =0,4013.

Neq Neq

Poniewaz w stanie réwnowagi

-1
IBIC p
= (=) K(T
A <p0> P( )7

wiec
K,(320°C) = 0,314 - 0,8158 = 0, 256.

Poniewaz pytanie jest o kierunek zmian stalej réwnowagi
reakcji wskutek zmiany temperatury pod ci$nieniem 1 bar,
musimy najpierw wyprowadzi¢ zwigzek pomiedzy dK,/dT
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i standardowsg entalpig reakcji. Przypomnijmy, ze stata row-
nowagi reakcji jest zdefiniowana jako:

In K,(T) = —Ag)(T)/RT,

gdzie Ag jest standardows entalpig swobodng reakcji. Po
obustronnym zrézniczkowaniu tego zwigzku po T dostaje-

my:
0 TdA99> '

gT dT

dinK, 1
dT” RT?

Poniewaz Agl = > 5 vruY, wiec

Ag) — TdAgY/dT = " vr(p% — Tdug/dT)
R

= Z vrh% = AR,
R

gdzie wykorzystaliémy tozsamosé:
h=p+Ts=pu—T0p/oT),

oraz definicje standardowe] entalpii reakcji, AhY. Ostatecz-
nie dostajemy zwigzek termodynamiczny:

dinK, AR
dI' RT?%

ktoéry nosi nazwe réwnania van’t Hoffa. Wynika z niego, ze
znak Ah? okredla kierunek zmian temperaturowych statej
rownowagi K,. Mianowicie, gdy reakcja biegngca w kie-
runku dodatnim, czyli w prawo, jest egzotermiczna (Ah <
0), to wzrost temperatury spowoduje zmniejszenie statej <.
Polozenie réwnowagi przesunie sie wiec w strone substratéow.
Natomiast w przypadku reakcji endotermicznej (AR > 0)
wzrost temperatury spowoduje zwigkszenie K),, czyli prze-
suniecie potozenia réwnowagi w strone produktéw. Jest to
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14.

15.

przyktad dziatania reguty Le Chateliera, ktéra moéwi, ze pod
wplywem czynnika zewnetrznego zaburzajacego stan rowno-
wagi sktad rownowagowy zmieni sie tak, by zminimalizowaé
efekt zaburzenia. Na przykitad dla reakcji egzotermicznej
przesuniecie polozenia rownowagi w strone substratéw pod
wplywem wzrostu temperatury jest réwnoznaczne z urucho-
mieniem reakcji odwrotnej, czyli endotermicznej. W wyniku
tej reakcji uktad zaczyna pochtaniaé ciepto, co przeciwdziata
wzrostowi temperatury, i w ten sposéb zmniejsza efekt za-
burzenia zewnetrznego.

Jest to podobne zagadnienie jak w poprzednim zadaniu,
tylko ze teraz pytanie jest o wplyw ci$nienia na statg row-
nowagi reakcji. Poniewaz z definicji K, = (p/p°) 2" K,(T),
wiee In K, = —Anln(p/p®) + In K,,(T'), skad

gdzie AV = RT An/p oznacza zmiane objetosci uktadu spo-
wodowang reakcjg chemiczng. Tak wiec wzrost ci§nienia spo-
woduje zmniejszenie statej K, (przesuniecie w strone sub-
stratow), gdy AV > 0, oraz zwiekszenie K, (przesuniecie
w strone produktow), gdy AV < 0. Mozna to takze wyrazié,
uzywajac reguly Le Chateliera. Na przyktad, jesli w wyniku
reakcji objetosé uktadu rosnie (AV > 0), to wzrost cisnie-
nia spowoduje przesuniecie réwnowagi w strone substratow,
czyli uruchomienie reakcji odwrotnej z AV < 0. Zmniej-
szajac swoja objetosé, uklad dazy do zmniejszenia efektu
zaburzenia zewnetrznego, jakim jest wzrost cignienia.

Z definicji powinowactwa chemicznego, A = —(9G /&)1 p,
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wynika, ze w stanie rownowagi chemicznej
T|—=— :—ZV’R [Tdpg /dT + RT In(pr/p”)]
or Di€eq R

=T vrsk— RTInK, = TAs] + Ag? = AR,
R
gdzie wykorzystaliémy posta¢ potencjalu chemicznego dla
gazu doskonalego oraz definicje statej rownowagi: In K, =
~AgY/RT; AsY jest standardows, entropia reakcji. Entalpie
uktadu, H, mozna wyrazié¢ jako funkcje T, p i liczby postepu
reakcji, &, wykorzystujac tozsamogé

H=G+TS=G~-T(0G/IT), (ny(e)}-

Nastepnie rézniczkujac H po & przy statych T i p, dosta-

jemy:
OH 0A

), -40r(3),

(%), i),

a poniewaz A = 0 w stanie réwnowagi, wiec

oOH
— | =AR
<8£ >T,p

dla § = &4. Lewg stron¢ powyzszej réwno$ci mozna trakto-
wacé jako ogdlng definicje ciepta reakcji w stanie rownowagi
chemicznej, bo nie odwotuje sie ona do specyficznych witas-
nodci reagentéw. Przy statych T i p mamy

OH
dH = | —— d
<8£>T,p 5,

wiec jesli sktad odchyli sie o d€ od sktadu réwnowagowego,
€eq, to uktad pobierze ciepto dH. Pochodna (0H/0¢)r,), ob-
liczona w &, jest wigc cieptem pobieranym przez uktad, na
jednostke liczby postepu reakcji, gdy sktad reagentow od-
chyla sie nieznacznie od stanu réwnowagi.
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16. Pokazemy to bezposrednim rachunkiem, wykorzystujac po-
sta¢ potencjatu chemicznego dla gazu doskonaltego:

pr(T,p) = px(T) + RT In(p/p°) + RT Inzr.

7 definicji powinowactwa chemicznego mamy
0’°G 0A OuUR
(852> :_<6_5> =2 <85
T.p T.p R
Utamki molowe sg zdefiniowane jako

nr(§)  nr(0) +vré

TS T R
gdzie n(§) = > rnr(§) = n(0) + {An, a An = ) 5 vR.
Poniewaz
St -
R T,p
An
_RTZVR{ D n(&)}
wiec

V2
Z 1’7;(2) - (AH)Q

R

(82G> _RT
862 T7p n(g)
Nastepnie przeksztalcamy sume po prawej stronie, wyko-
rzystujac tozsamosé ) o, rrs = 1

Z I/R N Z I/RJJ‘R/ _ L Z <U’]2?,$R’ I I/%/IﬂR)
IR
R

T T
RR' 22 R R R
I/’RI‘R/ — I/R/,I‘R
=z E + E VRVR!.
2 TRIR!

R, R’ R, R
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17.

Zauwazmy, ze

Z VRURH = ZI/R . Z vrr = (An)?,
R R/

R,R!
zatem
% 2 1 (vroR — vRraR)?
D SMINIERES 5 -0
x TRT
R R RR RALR!
Formalnie réwnog§¢ zachodzi, gdy xr = const - vg. Jest

to jednak przypadek niefizyczny, bo nie spelnia warunku
xr > 0, gdyz wspoétczynniki stechiometryczne substratéw
sg ujemne, a produktéw dodatnie. Tak wiec w przypadku
gazéw doskonalych warunek stabilnosci jest spetniony dla
wszystkich dopuszczalnych wartosci xr. To oznacza, ze G
jest wypukta funkcja £ przy ustalonych T i p.

Warunek réwnowagi chemicznej jest okreslony réwnaniem
A = 0, gdzie z definicji

A(Tvpag) = - <?9—C;>T .
P

Rozwigzaniem rownania A = 0 jest réwnowagowa liczba
postepu reakcji 4 (7, p). Entalpia swobodna musi spetniaé¢
warunek stabilnosci (zob. zad. 16):

902G 0A
bl - | == 10.43
<a£2 >T,p (85 >T,p =0 (1043)

analogiczny do warunku dodatniosci Scisliwoéci lub ciepta
wlasciwego. Wobec tego zalezno$¢ A od £ mozna odwrocié
i traktowaé¢ & jako funkcje T', p i A. Warunek réwnowagi
chemicznej mozna wiec przedstawié jako:

£EQ(T7p) = g(Tapa A = 0)7
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(5),- ()
or ), \oT), i

Do przeksztatcenia pochodnej przy stalym A uzywamy zna-
nej tozsamosci, ktéra pozwala zamieniaé rolami zmienne
niezalezne i zalezne, mianowicie (zob. (7.21)):

() oA
T ), 4o (0A)OE)pr

skad

£=Leq

Poniewaz w stanie réwnowagi, czyli dla § = &g,

(24) ()
orT g T\ 0 T.p

(zob. zad. 15), wiec ostatecznie dostajemy:

<g> _ (0H/0)r,
p

or ) = TN0A)00) 1y ..’ (10.44)

E=Eeq

przy czym wykorzystaliémy warunek (10.43). Znak pochod-
nej po lewej stronie jest wiec okreslony przez znak cieptla
reakcji, (0H/ 8§)T7p‘ fmtoy ktory jest dodatni dla reakcji en-
dotermicznych, a ujemny dla reakcji egzotermicznych. Wnio-
skujemy stad, ze wzrost temperatury przy stalym cignieniu
przesuwa réwnowage chemiczng w tym kierunku, w kto-
rym uktad pochtania ciepto: w strone produktéw w przy-
padku reakcji endotermicznej, a w strone substratéw w przy-
padku reakcji egzotermicznej (poniewaz reakcja odwrotna
jest endotermiczna, wiec jest to takze przesuniecie réwno-
wagi w kierunku pochtaniania ciepta przez uklad).

W podobny sposéb przeksztalcamy pochodng &, po cisnie-
niu:

8£eq> :<§> _ _(0A/9p)r¢ 10.45
(8]? T Ip ) 1, 4=0 (OA/O)Tp le—e,, 104
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18.

Poniewaz

0A 0°G ov
— =— =—| = A
( dp >T,§ <8p8£>T < 73 >T,p ’ (10.46)

wiec taczac (10.45) z (10.46) i wykorzystujac (10.43), dosta-

(afeq> - (8V/85)T,p
O )r  (0A/O)r,|
Z (10.46) oraz definicji A dostajemy

ov 8,u73>
— =Y vp|—=— =Y vRUR,
(5),, 2= (%), - L

R

JetLy

(10.47)

fzfeq

gdzie vr sg czastkowymi objetosciami molowymi reagentow.
Z réwnosci (10.47) wnioskujemy, ze wzrost ci$nienia w sta-
tej temperaturze przesuwa réwnowage chemiczng w tym kie-
runku, w ktorym maleje objetosé uktadu. Gdy 9V/9¢ < 0
przesuniecie jest w strone produktow, a gdy 0V/9& > 0
w strone substratow (poniewaz w reakcji odwrotnej obje-
tos¢ maleje, wiec odpowiada to takze przesunieciu réwno-
wagi w kierunku zmniejszenia objetosci uktadu). Podsumo-
wujac, wyrazenia (10.44) i (10.47) stanowia matematyczne
sformutowanie reguty Le Chateliera.

Zgodnie z reguly Le Chateliera (zob. zad. 17) w przypadku
(a) rébwnowaga przesunie sie w kierunku, w ktorym uktad
pochtania cieplo. Poniewaz reakcja rozktadu jest endoter-
miczna, wiec réwnowaga przesunie sie w kierunku wiekszego
stezenia produktéw, czyli w nowym polozeniu réwnowagi
xA(Th,po) < xA(To, po). W przypadku (b) rownowaga prze-
sunie sie w kierunku, w ktérym maleje objetosé. Poniewaz
w wyniku rozktadu 1 mol gazu zostaje zastapiony dwoma
molami, wiec rownowaga przesunie sie w kierunku wiekszego
stezenia substratu, czyli z4(To,p1) > x4(To,po)-
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19.

20.

21.

Jedli temperatury 17 i Tj nie r6znig sie zbytnio, to w pierw-
szym przyblizeniu mozna przyjaé, ze Ah nie zalezy od T
dla Ty < T < T;. Wowczas z réwnania van’t Hoffa dosta-
jemy:

(T1) (To) " an
In K,(T)) = In K, (T}) + " dT
P r 7, RI?
ARY /1 1
—In K, (T, L
nKy(To) + =5 (TO T1>

Oczywiscie ten wzdér obowiazuje takze, gdy 11 < Tp.

Przyjmijmy, ze Ah? nie zalezy od temperatury w interesu-
jacym nas przedziale temperatur, wiec

32000
8,314

In[K,(T1)/K,(Tp)] = (1/298 — 1/310) = 0,50,

stad K, (T1) = 1,65K,(1)).

Zauwazmy, ze g = x¢ = (1 —x4)/2, wiec prawo dzialania
mas dla tej reakcji ma postac:

(1-— xA)2

43334 = Kx(T7p) = KP(T)7

bo An=0.WT; =300K, 1—-24 =0,40, a w Ty = 315 K,
1—x4=0,42, skad

K,(T1) = 0,111, K,(T3) = 0,131.
Cieplo reakcji liczymy ze wzoru (zob. zad. 19):

RIn[K,(T)/K,(T})]
YT -1T,

AR =

skad AR = 8,68 kJ /mol.
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22. Prawo dzialania mas dla tej reakcji ma postaé:

(pB/P°)"(pc/p°)"C
pA/ Do = K(T),

gdzie pp = pxra, pp = prp 1 pc = prc oznaczajy cisnienia
czastkowe. Po podstawieniu ci$nien czastkowych, dostajemy
prawo dzialania mas wyrazone przez utamki molowe:

poacpelel D —An

gdzie An = vp + vo — 1. Pozostaje nam wyrazi¢ utamki
molowe przez stopieri dysocjacji, «. Calkowita liczba moli
w ukladzie w stanie réwnowagi wynosi:

n=mny4q+ng+ngc,

przy czym zgodnie z definicjg stopnia dysocjacji ng = n, —
ng = (1 — a)ny. Poniewaz z réwnania reakcji wynika, ze
nB = VBN4, NC = VcNg, WIEC Np = vpan,, ng = Voany,
skad

n=(1—-a+vpa+vca)n, = (1+ aln)n,.
Po podstawieniu: zg = ng/n, dla R = A, B, C, dostajemy:

11—« vpQ Voo

A= 1+ aAn’ B = 1+ aAn’ xCZl+aAn'

Tak wiec mamy nastepujacy zwigzek pomiedzy stopniem
dysocjacji i statg reakcji:

(vpa)”? (vca)”®

- (1+ aAn)~2" = K. (T,p).
Jesli a < 1, to powyzsze wyrazenie mozna uprosci¢ do po-
staci:

K, (T,p) = viPvifarstvo.
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23.

24.

Liczba sktadnikéw w ukltadzie wynosi r = 3. W ukladzie
biegnie jedna reakcja chemiczna, czyli ¢ = 1. Substancja
C jest gazem, a substancje A i B sg cieczami, przy czym
w przypadku (a) A1 B tworzg jednorodna mieszanine, wiec
liczba faz f = 2, a w przypadku (b) A i B tworzg dwie
fazy ciekte, ktore sg w rownowadze z gazem, wiec f = 3.
Oczywiscie, w gazie nad roztworem znajdujg sie nie tylko
czasteczki sktadnika C, ale takze czasteczki sktadnikéw A
i B. Liczba niezaleznych parametréow, ktore okreslajg stan
uktadu w réwnowadze termodynamicznej, odpowiada licz-
bie stopni swobody uktadu, Iy = r + 2 — f — ¢. Tak wiec
w przypadku (a) [y =3+2—2—1=2, a w przypadku (b)
ls=3+2-3-1=1.

Ciecze A i B tworzg roztwor doskonaly, wiec stosuje sie do
nich prawo Raoulta: pq = p(T)xa, pp = pi(T)xp, gdzie
pA 1 pp oznaczaja ci$nienia czastkowe pary nad roztworem,
a r4 i zp ulamki molowe A 1 B w roztworze. Zgodnie z réw-
naniem (10.9) dla cieczy w rownowadze z para mamy:

pa=pQ(T)+RTInzy, pp=u%(T)+ RTInzg,
a dla gazu doskonatego C:

e = ,u%(T) + RT ln(pc/po).

Prawo dziatania mas dla reakcji A(c) = B(c) + C(g) ma
wiec postac:
z5(Pc/po)
A
Calkowite ciénienie gazu nad roztworem, p, jest sumg trzech
ci$nienl czastkowych:

= K(T).

P =pA+pB+pc=pizs+pprB+DC-
Poniewaz obecno$¢ sktadnika C w roztworze mozna zanied-
baé, wiec

rpataxptarog~xa+zrp=1,
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25.

26.

co po podstawieniu do prawa dziatania mas daje:
(1—za)pc = p"K(T)za,

skad 0k
pC P

Tp=—F——, Tp=———.

'K + pc 'K + pc

Ostatecznie 0
_ Papc +ppp K

+ pc.
K + pc

Prawo dziatania mas dla tej reakcji ma postaé:

aACuadH,0 K
aCuO aHQ

Poniewaz CuO i Cu sg czystymi substancjami w fazie sta-
tej, mozna przyjac¢, ze ich aktywnosci sg rowne 1. Tak wiec
w prawie dzialania mas pozostaja tylko aktywnodci substan-
cji gazowych:
CLH—QO o PH,0
GH, PH,

= Kp7

gdzie wykorzystaliSmy zwigzek (10.17). W tym przypadku
stata rownowagi reakcji K = K,.

Oznaczmy rozpuszczalnik symbolem A, a jego mase czg-
steczkowq przez M 4. Molalnoé¢ jest zdefiniowana jako liczba
moli substancji rozpuszczonej, B, w 1kg rozpuszczalnika,
wiec jednostka molalnosci jest m® = 1 mol/kg, skad

0 ng ﬁ _ npl000
" naMa mol  na(My/MOY)’

gdzie M? = 1g/mol jest jednostka masy czasteczkowe;.
Dzielgc licznik i mianownik przez catkowitg liczbe moli, n =
na + np, dostajemy:

xp1000

mp/m° = —— o -
xA(Mo/MPO)
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Zastosujemy najpierw powyzszy wzér w granicy zg — 0.
Poniewaz x4 — 1, wiec dostajemy:
zp = xmp/m°, gdy zp — 0,
gdzie x = 1073(M/M?). Natomiast dla dowolnych stezen
mamy nastepujacy zwigzek pomiedzy zp i mp:
zp/(1 —ap) = xmp/m’,

a stad
xmp/m°

rp = W' (10.48)
Aktywnosé wyrazona jako funckja utamka molowego ma po-
stac:

axB = ’Y%I‘B,

przy czym dodaliS§my indeks z, zeby odrézni¢ ja od aktyw-
nosci wyrazonej jako funkcja molalnosci, czyli

a = yBmp/m°.

W granicy nieskoficzenie duzego rozcieniczenia oba wspo6l-
czynniki aktywnosci dazg do 1, wiec

ap =xp = xmp/my = xag.

Wynika stad, ze aktywnosci a; 1 a’y roznig si¢ tylko o staly
czynnik x. Wobec tego dla dowolnego stezenia mamy:

0
_ mp/m
o = X"\0h =7brn =7p 1+ xmp/mo Tma/m’,
gdzie wspolczynnik aktywnosci 73 ma postac:
(T, p,xp)
8 (T, p,mp) = Wa

przy czym xp nalezy wyrazi¢ jako funkcje mp z réwnania
(10.48). Jak tatwo sprawdzi¢, v — 1, gdy mp — 0, tak
jak powinno byé¢.
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27. 7 definicji stezenia molowego:

[B] =np/V,

przy czym objetoéé roztworu, V, mozna wyrazié przez czast-
kowe objetosci molowe rozpuszczalnika (sktadnik A) i sub-
stancji rozpuszczonej (skladnik B), v4 i vp:

V =ngva +npup.

Dzielac licznik i mianownik przez caltkowita liczbe moli, n =
n4 + np, dostajemy:

B
[B] = ——
AVA +XBUB

Gdy xp — 0, to x4 — 1, wiec

[B]/® = wp/("v}),
gdzie &® = 1mol/l, a v’ oznacza objeto$¢ molows czystego
rozpuszczalnika. Stad

N
B_Xcov

przy czym y = c’v*. Zauwazmy, ze inaczej niz w przypadku
molalnosci (poprzednie zadanie), wspotczynnik y zalezy tu
od temperatury i ci$nienia, chociaz zaleznosé¢ objeto$ci mo-
lowej od ci$nienia mozna na ogét pomingé w przypadku cie-
czy i ciala stalego. Oznaczajac przez af; aktywnosé jako
funkcje stezenia molowego, w granicy nieskoriczonego roz-
cieficzenia mamy a% = [B]/c? oraz

0

ap = xp = x[B]/c” = xap.

Granica nieskoniczonego rozcienczenia stuzy do wyznaczenia

) . . L. : c e
wspolczynnika proporcjonalnodci x, ale zwigzek a = xa%
musi by¢ spetniony dla dowolnych stezen. Poniewaz

pp = pE +RTIna% = py + RTInx + RT Ina%,
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wiec
pp = py + RTIna%, (10.49)

gdzie
p% = p® + RTInx = u% + RT In(c®v%)

jest nowym standardowym potencjatem chemicznym. Za-
uwazmy, ze gdyby zwiazek a4 = [B]/c°, ktory dla rzeczywi-
stego roztworu obowiazuje tylko w granicy [B] — 0, byt
spelniony w calym zakresie stezen, to stan standardowy
odpowiadalby stezeniu [B]/c" = 1. Tak wiec charaktery-
zujac stan standardowy substancji rozpuszczonej, wygod-
nie jest odwolywaé sie do stanu hipotetycznej substancji,
ktora dla dowolnego stezenia zachowuje sie tak samo jak
w roztworze nieskonczenie rozcienczonym. Nalezy przy tym
podkreslié, ze jest to zabieg czysto formalny, gdyz w prak-
tyce ,u% wyznacza sie w oparciu o wlasnodci roztworu silnie
rozcienczonego. Mianowicie zapiszmy aktywnos$é¢ w postaci
a$ = 74[B]/c°, gdzie ¥4 oznacza wspolezynnik aktywnosci;
wowczas ze wzgledu na (10.49)

pp — RTIn([B]/c") = 1% + RT In~5,. (10.50)

Stezenie molowe i temperatura sg parametrami, ktore kon-
trolujemy (zaktadamy p = const). Zal6zmy nastepnie, ze
z pomiaréw termodynamicznych jesteSmy w stanie wyzna-
czy¢ potencjal chemiczny pp. Po lewej stronie (10.50) mamy
zatem znane wielkosci. Natomiast po prawej stronie sg dwie
nieznane wielkosci: 4% i v%. Poniewaz jednak wspotczyn-
nik aktywnosci dazy do 1, gdy [B] — 0, wiec ekstrapolujac
zwiazek (10.50) do [B] = 0, mozemy wyznaczy¢ p%. Innymi
stowy, gdy dla danej temperatury [B] — 0, to lewa strona
(10.50) dazy do stalej, ktora z definicji jest potencjal stan-
dardowy, u%.
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28. W przypadku pierwszej reakcji mamy 4 sktadniki, przy czym

zakladamy, ze woda wystepuje praktycznie w postaci czy-
stej substancji, czyli pomijamy wplyw niewielkiej ilosci jo-
néw na jej aktywnosé, tj., ap,0 ~ 1. Z kolei amoniak jest
gazem, wiec aNmH, ~ PNHs/Do, gdzie pNm, oznacza ci$nienie
czastkowe amoniaku nad roztworem. Warunek réwnowagi
ma wiec postac:

Inmpfon _ .

PNH;3

Jesli chodzi o druga reakcje, to mowa jest o roztworze nasy-
conym trudno rozpuszczalnej soli. Mamy wiec wspolistnie-
nie praktycznie czystego krysztatu soli z roztworem, w kto-
rym rozpuszczone sg czasteczki soli. Poniewaz aktywnosé
czystego ciata statego jest w przyblizeniu réwna 1, wiec jako
warunek réwnowagi dostajemy:

apy2+agoz- = K,

gdzie przez K, oznaczyliSmy stala réwnowagi reakcji. To,
ze 86l jest trudno rozpuszczalna, oznacza jej male stezenie
w roztworze. W przypadku elektrolitow, do ktérych naleza
roztwory wodne soli, substancja rozpuszczona wystepujaca
w malym stezeniu jest praktycznie catkowicie zjonizowana.
Wobec tego stala K jest miarg rozpuszczalnodci soli w wo-
dzie i w zwiazku z tym nosi nazwe stalej rozpuszczalnosci
lub iloczynu rozpuszczalnosci soli. Latwo to zrozumieé, za-
stepujac aktywnosci stezeniami molowymi, co jest uzasad-
nione w przypadku silnego rozciericzenia. Mamy wowczas

[Ba**][SO17] = K,

a poniewaz [Ba?t] = [SO?7], wigc stezenie kazdego z jo-
néow wynosi K ;/ ? Tak wiec stala K, dostarcza informacji
o ropuszczalnodci soli w wodzie.
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29.

30.

Roztwor nasycony jest w rownowadze z solg A, B, (s), ktorej
aktywno$¢ wynosi 1 (czysty krysztal). Wobec tego prawo
dziatania mas dla reakcji A,By(s) = zA(aq) + yB(aq) ma
postaé iloczynu:

aja¥y = K
(a4 iap sgaktywnosciami jonow), ktory dla trudno rozpusz-
czalnych soli nazywa sie iloczynem rozpuszczalnosci. Stosu-

jac ten wzor do roztworu wodnego soli Ag,COs, ktéora dy-
socjuje wedtug réwnania:

Ag,CO3(s) = 2Ag™ (ag) + CO2™ (aqg),

mamy:
K, = aig+acog— ~ [Ag+]2[cog_]7

przy czym [Agt] = 2[CO3"]. Dostajemy stad
4/CO2 PP = Ky =6,2 x 10712

czyli [COZ7] = 1,16 x 10~*mol/l oraz [Ag*] = 2,32 x 1074
mol/1.

Skorzystamy ze zwigzku pomiedzy potencjalem standardo-
wym i stala reakcji (zwiazek (10.40)):

RT

&= —hkK

oF
gdzie F = 9,6485 x 10* C/mol, a z = 2. Potencjal standar-
dowy, £2 = 0,339 — (—0,763) V = 1,102V, a wspotczynnik
RT/zF wynosi:

RT 8,314 -298

=t w107 =1,284 x 1072V
P 2.0.6ass <0 J/C=1,28x :

skad .
K = eg zF/RT — e85,8 — ].78 % 1037.
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31.

Tak wiec stala réwnowagi dla tej reakcji ma bardzo duza
wartos¢.

To zadanie mozna tez rozwigzaé¢ w inny sposéb. Mianowicie
E0 =&Y — &Y gdzie £ = 0,339V, a £ = —0,763V, przy
czym

o RT RT

_ 0 _ %
Ep = o InKp, &; o In Ky,

Kp (K1) oznacza stala rownowagi dla reakcji w ogniwie,
ktore sklada sie z pologniwa z elektrodg miedziang (cyn-
kowa) i ze standardowego potogniwa wodorowego. Otrzy-
mujemy stad zwigzek:

RT RT RT

— ImnK=—hKp— —nK
an anP anL’

skad K = Kp/K,. Podstawiajac dane, dostajemy:
Kp = oEp2F/RT _ 264 _ 2,9 x 1011,
K; = oEL2F/RT _ (=594 _ 1,6 x 10726,
co daje K = 1,8 x 10%7.

46 g Na odpowiada 2 molom, wiec zeby uzyskaé taka ilog¢
sodu na katodzie, przez s6l musi przeptynaé tadunek dwoch
moli elektronéw (zgodnie z reakcjg 2Nat + 2¢e~ — 2Na),
czyli

F-2mol = 1,9297 x 10° C.

Poniewaz 1A = 1C/s, wiec czas, przez jaki musi plynaé¢
prad o natezeniu 10 A, wynosi:

1,9297 x 105 C/10 A = 19297s ~ 5,36 L.

W tym czasie na anodzie wyprodukuje sie 1 mol gazowego
chloru, bo na jedng czgsteczke Cly, przypadaja 2 elektrony
oddane przez 2 jony CI™, a przeptynagl tadunek F' - 2mol.
Tak wiec na anodzie dostaniemy 70,9 g chloru.
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32. Zeby rozwiaza¢ to zadanie, nalezy najpierw znalesé zwia-
zek pomiedzy cieplem reakcji i sitg elektromotoryczng. Nie-
trudno sie domyéli¢, ze nalezy skorzystac¢ z rownosci (10.36),
stanowigcej zwiagzek pomiedzy praca pradu elektrycznego
i zmiang entalpii swobodnej uktadu przy stalych T i p. Za-
piszemy ja tutaj jako

—E2FA¢ = AG, (10.51)

co jest uzasadnione, jesli w trakcie postepu reakcji w ogni-
wie & nie zmienia sie. Ciepto reakcji pod stalym ci$nieniem
jest rowne zmianie entalpii uktadu, AH, w wyniku reakcji.
Poniewaz

oG
=H-TS=H+T—
G S + 9T
wiec dla T' = const mamy:
0AG
AH =AG—-T——
¢ orT "’

przy czym rézniczkowanie jest przy statym p i statych licz-
bach moli reagentoéw, czyli & = const. Podstawiajac AG
z réwnania (10.51), dostajemy:

o€
T<8—T>p—5

Taki sam zwigzek musi by¢ spelniony takze dla rézniczek,

czyli
o€
T <8_T>p — 5] dg.

Ciepto reakcji pod stalym ci§nieniem to zmiana entalpii
przypadajaca na jeden mol reakcji, czyli (0H/0&)r . Tak
wiec szukany zwigzek pomiedzy cieptem reakcji i SEM og-

niwa ma postac:
((LH) - T@) e,
0& Tp orT »

AH = zF AE.

dH = zF
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Mozemy teraz podstawi¢ dane dla temperatury 0°C, czyli
T =273,15K, co daje:

OH
<_> = —2-96485 (273,15 - 4,02 x 10~*
% ),

+1,015) C'V/mol = —217,05kJ /mol.

Maksymalna praca nieobjeto$ciowa, jakg mozna uzyskaé z
ogniwa pracujacego odwracalnie w 7' = const 1 p = const,
wynosi AG. Ta czesé ciepta reakcji, ktora nie moze by¢é za-
mieniona na prace, jest réwna réznicy

O0AG o0&

Po przejsciu od skoriczonych przyrostéw do rézniczek dosta-
jemy, w przeliczeniu na 1 mol reakcji:

oS o0&
T — =2FT | — ) = —-21,19kJ/mol.
<85>T,p <8T>p /

Stanowi to okoto 10% ciepta reakcji. Pozostate 90% moze
by¢ wykorzystane do wykonania pracy np. przez silnik elek-
tryczny zasilany z tego ogniwa (pomijamy tu straty powsta-
jace w samym silniku). Jest to warto§¢ maksymalna, ktorej
nie mozna przekroczyé ze wzgledu na ograniczenia wyni-
kajace z praw termodynamiki. Zauwazmy jednak, ze prad
elektryczny uzyskany z ogniwa, zamiast do wykonania pracy
moze byé¢ wykorzystany do zasilania grzalki elektrycznej.
Wowcezas 100% energii, ktorag mozna uzyskaé z reakcji che-
micznej, zamieni sie na cieplo, przy czym 10% tego ciepta
pochodzi ze zmiany entropii uktadu, ktéra maleje (uktad
oddaje cieplo), a pozostala czes¢ to ciepto wydzielajace sie
w trakcie przeptywu pradu przez grzatke, czyli wskutek za-
miany pracy pradu elektrycznego na ciepto.
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33. W reakcji bierze udziat gazowy wododr o cisnieniu pp, oraz
jony wodoru o aktywno$ci ag+. Wyrazenie na potencjal pot-
ogniwa mozna wyprowadzi¢ analogicznie jak dla elektrody
metalowej w rownowadze ze swoimi jonami (zob. (10.42)).
Musimy tylko uwzgledni¢ rézne wspoétczynniki stechiome-
tryczne. Mianowicie dla reakcji

1
H" (ag) + e = §H2(9)

wspolczynnik przy gazowym wodorze wynosi 1/2; wiec:

1/2
RT . [ ay
&, = €, — pn (?) ’

przy czym z = 1. Mozna przyjaé, ze dla gazowego wodoru
pod niezbyt wysokim ci$nieniem ap, = pp, dla ci$nienia
wyrazonego w atmosferach (tzn. ci$nieniu 1 atm odpowiada
ap, = 1). Z kolei aktywnos¢ jonow wodorowych zalezy od
ich stezenia w roztworze. Tak wiec potencjal potogniwa wo-
dorowego zalezy zaréwno od ci$nienia gazowego wodoru wo-
kot elektrody, jak rowniez od stezenia jondéw wodorowych
poprzez ich aktywnosé:

&y, = —E In ph/j
Hy — F arr ;

przy czym 5%2 = 0, zgodnie z definicjag SPW. Jesli aktyw-
noé¢ jonéw wodorowych jest ustalona, to zmiana &g, zwia-
zana ze zmiang ci$nienia wodoru z py, = p1 na pg, = P2
Wynosi:

RT
A&y, = &n, (p2) — &, (p1) = BYal In(p1/p2).

7Z kolei, gdy ustalone jest ci$nienie, a aktywno$¢ zmienia sie
od ag+ = a1 do ay+ = az, to

RT
A&y, = En,(a2) — En,(ar) = - In(az/ay).
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10. Réwnowaga w ukladach z reakcjami chemicznymi

Dla T = 298,15K mamy RT/F = 0,0257V. W (a) mamy
p1/p2 = 9 = 3% aw (b) az/a; = 3. W obu przypadkach
dostajemy wiec

RT
Ay, = —1n3=0,0282V.

34. Korzystamy ze wzoru (10.42) na potencjal pologniwa. Po-

niewaz formie zredukowanej odpowiada czysty cynk w fazie
stalej, wiec ageq = azn = 1, skad
RT 1
Egn = E9, + o Maznee = (=0,763 4 50,0257 - 1n0, 1) V
= —(0,763 + 0,0296) V = —0,7926 V.

35. Dodajac reakcje w potogniwach, dostajemy reakcje suma-

ryczna;
1
§H2(g) + AgCl(s) = Ag(s) + H' (aq) + C1™ (aq).

Potencjaty pétogniw dane sg nastepujgcymi wyrazeniami:

1/2
&, = (pH2 )

F CLH+

(zob. zad. 33) oraz

RT AAeQ -
5A—A01=50 — 27 n [ 22&ZCT )
g—Ag Ag—AgCl
gmoe F UAgCI

Poniewaz aktywnodci ciata statego pomijamy jako rowne 1,
wiec SEM ogniwa wynosi:

RT A+ G-
5 = ggg—AgCI — ? lIl (Hli/gl> .
Py,
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Jak juz pisaliSmy w rozdziale 10.4, nie mozna osobno zmie-
rzy¢ aktywnosci anionéw i kationéw, lecz jedynie ich iloczyn.
Przyjmujac molalno$¢ jako miare stezenia, mamy ap+ =
VM ag- = Y-m—, skad

2 2
ag+ac)—- = agelr =77 m-,

gdzie v2 = 73 = v,v_, am = m, = m_, bo molalno-
§ci obu jonéw sa takie same (dla prostoty traktujemy tu m
jako wielko$é¢ bezwymiarows réwng liczbowo molalnosci wy-
razonej w kg/mol). Dla ci$nienia pp, = 1 atm mozemy wiec
napisaé:

2RT

2RT
£+ Inm = ERg—AgCl —

- In~y. (10.52)
Lewa strona powyzszej réwnoéci zawiera wielkosci wyzna-
czane eksperymentalnie: SEM, £, i molalno$é¢, m. Tak wiec
z (10.52) mozna obliczy¢ $redni wspoétczynnik aktywnosci
jonoéw, v, dla elektrolitu pod warunkiem, ze znamy warto$é
potencjalu standardowego. Z kolei potencjal standardowy,
€gg_ AgCly TNOZNA okresli¢ na podstawie pomiaréw SEM dla
roztwordéw rozcieniczonych. Poniewaz v — 1, gdy m — 0,
wiec lewa strona rownoéci dazy do stalej, rownej Sgg_ AgCl?
gdy ekstrapolujemy jg do wartosci m = 0.
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